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Abstract 
This paper studies on the properties of square processes of stable processes. Based on the proper-
ties of the classical symmetric stable processes, we prove that the square process of stable process 
is also a stable process and we calculate the tail distribution of it; furthermore, we prove that the 
quadratic variation of it tends to be a nonnegative stable process. Finally, we briefly introduce the 
methods to estimate the parameters in the square processes of stable processes. 

 
Keywords 
Stable Processes, Tail Distribution, Quadratic Variation, Parameter Estimation 

 
 

稳定过程的平方过程 

马  璇，童金英 

东华大学数学系，上海 
 

 
收稿日期：2017年12月19日；录用日期：2018年1月17日；发布日期：2018年1月24日 

 
 

 
摘  要 

本文研究了稳定过程的平方过程的性质。基于标准对称稳定过程的性质，我们证明了稳定过程的平方过

程也是一个稳定过程，并计算了稳定过程平方的尾分布；其次，我们证明了稳定过程平方的二次变差是

一个非负的稳定过程；最后，我们简单介绍了对参数α进行估计的方法。 
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1. 引言 

稳定过程的相关论题是一个非常重要的学术问题。近年来，稳定过程受到国际各界的极大关注，众

多学者对它进行了广泛深入的研究，在语音信号处理，雷达，生物医学信号处理及其他许多领域，稳定

过程都得到了广泛的发展[1]。我们知道，如果一个随机过程是一个稳定过程，那么它的随机变量服从稳

定分布[2]。因此，学者们一般基于对稳定过程分布的研究来研究稳定过程。 
近年来，稳定分布的研究得到了多方面多角度的迅速发展，在多个领域都有广泛应用。众所周知，

由于一些复杂的原因，除了高斯分布(其中参数 2α = )，柯西分布(其中 1α = ， 0β = )等少数几种情况外，

其他一般的稳定分布均没有关于概率密度函数和分布函数的显式表达式。但如今，通过研究学者的不断

探索，我们已有数值计算方法来计算分布函数(如快速傅里叶变换法(FFT) [3]，直接数值积分法[4] [5])，
进而能比较准确和快速的得到密度函数。而对于稳定过程平方的研究目前还比较少，仍在继续挖掘和深

入探讨中。因此，本文的研究内容将围绕稳定过程的平方展开。 
本文主要分为四个部分：第一部分主要介绍文中需用到的一些相关知识；第二部分主要阐述稳定过

程的平方服从的分布，并基于稳定过程的尾分布来推出稳定过程平方的尾分布；第三部分我们对稳定过

程平方的二次变差进行计算；第四部分我们给出稳定过程平方的概率密度函数，并简单介绍了对参数α 进

行估计的方法。 

2. 预备知识 

首先给出几个定义和引理。 
定义 1：(布朗运动) (见[6], p. 42)随机过程如果满足： 
1) 0 0W = ， 
2) { }0,tW t ≥ 有独立的平稳增量， 

3) 对每个 0t ≥ ， tW 服从正态分布 ( )20,N tσ 。 

则称{ }0,tW t ≥ 为布朗运动，也称为 Wiener 过程。当 1σ = 时，则称之为标准布朗运动。 
定义 2：(稳定分布)(见[2], p. 5)如果存在参数 ( ]0,2α ∈ ， ( )0,σ ∈ +∞ ， [ ]1,1β ∈ − ， ( ),µ∈ −∞ +∞ (α 为

稳定参数，σ 为噪声强度参数， β 为偏度参数， µ 为位置参数)，使得随机变量𝑋𝑋的特征函数 ( )X uϕ 满足

如下公式： 

( ) { }( )
( )

( )

πexp 1 sgn tan , 1
2

exp
2exp 1 sgn ln , 1

X

u i u i u
u E iuX

u i u t i u

αα α
σ β µ α

ϕ
σ β µ α

π

   − − + ≠   
   = = 

   − + + =     

 

其中， ( )sgn u 是关于 u 的符号函数， ( )
1, 0

sgn 0, 0
1, 0

u
u u

u

>
= =
− <

 

则称随机变量 X 具有稳定分布，记为 ( )~ , ,X Sα σ β µ 。 
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0β = 时，稳定分布为对称分布，简称 S Sα 。 2α = 的高斯分布和 1α = 且 0β = 的柯西分布都属于 S Sα
分布。对于 S Sα 分布，若1 2α< ≤ ，则 µ 表示均值，若 0 1α< ≤ ，则 µ 表示中值。若 0µ = 且 1σ = ，则称

稳定分布为标准稳定分布。 
定义 3：(对称稳定过程) (见[6], p. 191)若 ( )0,2α ∈ 的 tZα 是一个对称α -稳定过程，则这个随机过程有

以下性质： 
1) 0 0Zα = ，a.s.； 
2) 0 0Zα = 具有独立增量； 

3) ( )
1

~ 0,0,t sZ Z S t sα α αα
 − − 
 

。 

定义 4：(方括号过程) (见[7], p. 218)若 ,X Y 是在同一概率空间上的半鞅，则它们的方括号过程，定义

为 

[ ]( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

1 1
0

, lim
n

n n n n
i i i i

i
X Y t X t X t Y t Y t

−

+ +
=

= − −∑ , 

其中，在区间 [ ]0, t 上定义分割 

0 10 n n n
nt t t t= < < < =� , 

n →+∞时， ( )1max 0Pn n
n i it tδ += − → (依概率收敛)。 

当Y X= 时，称 [ ]( ),X Y t 为 X 的二次变差。 

定义 5：(隶属子) (见[8], p. 52)隶属子是一个非减的一维 Lévy 过程，这样的过程可以看作是一列随机

时间演化的模型。若 ( )( ), 0T T t t= ≥ 是隶属子，则有 

( ) 0T t ≥ ，对每个 0t > ， 
以及 

( ) ( )1 2T t T t≤ ，若 1 2t t< 。 
引理 1：(见[8]，p. 52)若T 是隶属子，那么它的 Lévy 特征有以下形式 

( ) ( ) ( )
0

e 1 diuyu ibu yη λ
+∞

= + −∫ ,                             (1) 

其中， 0b ≥ ，且 Lévy 测度 λ 满足 

( ),0 0λ −∞ = 和 ( ) ( )
0

1 dy yλ
+∞

∧ < +∞∫ 。 

相应的，任何形如(1)的从 d → 的映射都是隶属子的 Lévy 特征。我们称二元组 ( ),b λ 为隶属子T 的

刻画。 
引理 2：(见[2], p. 11)若 ( )~ , ,X Sα σ β µ ， a 为一个非零实数，则有 

( )( )

( ) ( )1

,sgn , , 1
~ 2,sgn , ln , 1

π

S a a a
aX

S a a a a a

α σ β µ α

σ β µ σβ α

 ≠

  − =  

 

 

3. 稳定过程的平方 

3.1. 稳定过程平方的分布 

本节主要阐述稳定过程的平方过程服从的分布。 
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引理 3：对每个 0t ≥ ，映射 ( )e tiuTu E→ ，存在一个α -稳定隶属子 ( ), 0tT T t= ≥ ，使得 

( )e etuT tuE
α− −= , 

其中， 0 1, 0uα< < ≥ 。 

证明：对每个 0t ≥ ，映射 ( )e tiuTu E→ ，有以下 Laplace 变换 

( ) ( )e et t uuTE − Ψ− = , 

其中，Ψ为隶属子的 Laplace 指数，对每个 0t ≥ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 e d .uyu iu bu yη λ
+∞ −Ψ = − = + −∫                           (2) 

对积分 ( ) ( )1
0

1 e d 0 1, 0ux x x uα α
+∞ − − −− < < ≥∫ ，有 

( )
( ) ( )

( )

1
0

1 1
0 0 0

0 0

1 e d

e d d d e d

e d e d 1

ux

x uy uy
y

uy x

x x

u y x x x x u y

u u uy y x x

α

α α

α α
α α α

α α α

+∞ − − −

+∞ +∞ +∞− − − − − −

+∞ +∞− − − −

−

= − = −

= = = Γ −

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

即 

( ) ( ) 10

d1 e .
1

ux xu
x

α
α

α
α

+∞ −
+= −

Γ − ∫  

由引理 1 和方程(2)可得，对任意 0 1α< < ，都存在一个隶属子T ，它的 Laplace 指数为 ( )u uαΨ = ，

且它的刻画为 ( )0,λ ，其中 

( ) ( ) 1

dd
1

xx
x α

α
λ

α +=
Γ −

, 

因此， ( )e etuT tuE
α− −= 。 

证毕。 

引理 4：设 ( )~ 1,0,0X Sα ，则 2
tt T

dX W= ，其中， tT 为
2
α

隶属子。 

证明：由定义 2 知，在对称稳定过程中，对任意 tx ，有 

( )e e .t u tiuxE
α ασ−=  

由于 ( )~ 1,0,0X Sα ，即 0, 1β µ σ= = = ，则 

( ) .e e et u t u tiuxE
α αασ− −= =                                 (3) 

由定义 1 知，布朗运动具有独立平稳增量，因此布朗运动
tTW 有 ( )0 ~ 0,

tT tW W N T− ，则 

( )
21

2e e tTt
u TiuW

tE T
−

= , 

因此 

( )
2 21

2e e .tTt
u c TiucW

tE T
−

=                                  (4) 
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tT 为
2
α

隶属子，由引理 3，对等式(4)的右边取期望可得 

2
22 22 2 11

222 e .e et

cu tu c tu c T
E

αα
α

 
   −−  −  

   
 

= =  
 

                           (5) 

令(3)=(5)，解得 2c = 。 

因此 2
tt T

dX W= ，其中 tT 为
2
α

隶属子。 

证毕。 
接下来，我们利用以上的引理来证明本节的主要内容。 

定理 1：设 ( )~ 1,0,0X Sα ，则 22 2
t

d
TX W= ，其中， tT 为

2
α

隶属子。 

证明：由 ( )~ 0,
tT tW N T 以及对称稳定过程的分布的对称性可得 

( )

( )

2

2

2

22

2

2
1

2 22

2
2 2

12 e d
2 2π

π e d 2

t t t

t
t

t

T t T t T t

x
y T

T t
t

x
y T

t
t

y yP W y T P W T W T

yP W T x
T

y
T x

T

−

−∞

−−

−∞

       ≤ = ≤ ≥ −            

     = ≤ =          

   
 = = Φ       

∫

∫

∩

 

又由引理 2 可知， 2
tt T

dX W= ， tT 为
2
α

隶属子，则有 

( ) { } { }( )

( )( )

2

2
2

2

2
2

2

t t

t t t t t t

T t T t

t

P X y T P X y T X y T

yP W y T P W T

y
T

≤ = ≤ ≥ −

  
= ≤ = ≤      

 
= Φ   

 

∩

 

因此，有 ( ) ( )2 22
tT t t tP W y T P X y T≤ = ≤ ，即 22 2

t

d
TX W= 。 

证毕。 

3.2. 稳定过程平方的尾分布 

我们根据稳定过程的尾分布来推出稳定过程平方的尾分布。 
定理 2：若随机变量 ( )~ , ,X Sα σ β µ ，则它服从的稳定过程的平方过程的尾分布为 

( )2 2~P X x C x
α

α
ασ

−
> 。 

证明：稳定过程有如下性质[2]：若 ( )~ , ,X Sα σ β µ ，其中 0 2α< < ，则 
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( )

( )

1lim
2

1lim
2

P X C

P X C

α α
αλ

α α
αλ

β
λ λ σ

β
λ λ σ

→+∞

→+∞

+ > =
 − < − =


 

其中， ( ) 1

0
sin dC x x xα

α

−∞ −= ∫ 。 

因此，稳定过程的尾分布有如下形式： 

( ) ~ .P X C α α
αλ σ λ−>  

对于稳定过程的平方，有 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2 2 2

lim lim

lim lim

lim

lim

1 1
2 2

P X P X X

P X P X

P X

P X

C C C

α α

λ λ

α α

λ λ

α α

λ

α α

λ

α α α
α α α

α α α

λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

β β
σ λ σ λ σ λ

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

→+∞

→+∞

> = > < −

> + < −

 = > 
 
 + < − 
 

+ −
= +

=

=

∪

 

因此，稳定过程平方的尾分布为 

( )2 2~P X C
α

α
αλ σ λ

−
>  

证毕。 

3.3. 稳定过程平方的二次变差 

在前面的章节中，我们证明了稳定过程的平方过程也是一个稳定过程，并计算了稳定过程平方的尾

分布，接下来，我们来讨论稳定过程的平方的二次变差。 
定理 3：若 tZ 是一个对称α -稳定过程，则有 

[ ]( )
2

, P
t tZ Z t t Yα→ ,  

其中， ( )
2

~ 1,0,0Y Sα 。 
证明：由定义 3 和引理 2 可得 

( ) ( ) ( )
1

1 1

1 1~ 0,0 1,0,0, .
i i

d
t t i i i iZ Z S t t t t Sα α

α α+ + +
 − − = − 
 

 

设 ( )~ 1,0,0iX Sα ，则有 ( )
1

1

1i it t i i iZ Z t t Xα
+ +− = − 。 

结合定义 4 可得 

[ ]( ) ( ) ( )
1

1 122

10 00 0

2lim l ,im,
i i

n n

n n

t t t t i i
i i

iZ Z t Z Z t t Xα
δ δ+

− −

+→ →= =

= − = −∑ ∑  

其中， nδ 为最大的分割区间。 
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令 1i i
tt t
n+ − = ，则 

[ ]( ) 2

2 2
21 1

0 00 0

2, .1lim lim
n n

n n

t t
i i

i i
tZ Z t X t X
n n

α α
α

δ δ

− −

→ →= =

   = =   
   

∑ ∑  

1) 2α = 时， [ ]( ) 1
00

21i, l m
n

i
n

t t iZ Z t t X
nδ

−

=→
= ∑ 。 

由 2α = 的稳定过程是一个布朗运动，可得 
1

2 2
1

0 0

1 1 1,i

n

i
i

n

i
E X E X

n n

− −

= =

   
= =   

   
∑ ∑  

1 1

2
0

2

0

21 1 2 ,i i

n n

i i
Var X Var X

n nn

− −

= =

   
= =   

   
∑ ∑  

从而推出， 0nδ → 时，Y 服从一个均值为 1，方差为 0 的分布，即 

( )1 1.P Y = =  

所以有 

[ ]( ) .,t tZ Z t t=  

2) 0 2α< < 时，由定理 1 知， 2 22
i

d
i TX W= ， iT 为

2
α

隶属子，可推出 

[ ]( )
2

2 21

0 0

21lim ,,
n

n

t t
P

i
i

Z Z t t X t Y
n

α
α α

δ

−

→ =

 =  
 

→∑  

其中，

2

1
0

21 n
iiY X

n
α −

=

 =  
 

∑ ， ( )
2

~ 1,0,0Y Sα 。 

证毕。 

3.4. 稳定过程平方的参数估计 

我们计算稳定过程平方的概率密度函数，从而运用极大似然法对参数α 进行估计。 
定理 4：若随机变量 ( )~ , ,X Sα σ β µ ，则它服从的稳定过程的平方过程的概率密度函数有如下形式： 

( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2

1

2 2

1

1

11 πsin , 0, 0 1
π ! 2
1 , 0, 1
π

11 πsin , 0,1 2
π ! 2

k

k

X y

k

k

k ky x
y k

f x
y y

k ky x
y k

αα
λ α α

σ
α

µ σ

α
λ α α

α

+∞ −

=

−+∞

=


 Γ +   − − > < <       
= > =
 − +

 Γ +   − − > < <   

∑

∑

 

证明：若随机变量 ( )~ , ,X Sα σ β µ ，它的概率密度函数为 ( )Xf x 。令 ( )Y g x= ，则有 

( ) ( )( ) ( )1
1 d

,
d
i

Y X i
i

g y
f y f g y

y

−
−= ∑  
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其中， ( )1
i ig y x− = 。 

那么，对 2y X= ，即 X y= ± ，概率密度函数为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 1d d d
2 2 .

d d d
i

Y X i X X
i

g y g y y
f y f g y f g y f y

y y y

− −
− −= = =∑  

1) 当 0, 0 1x α> < < 时，随机变量 X 的概率密度函数为[8]： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

11 π, sin ,
π ! 2

k

X
k

k kf x x
x k

αα
λ λ α

+∞
−

=

Γ +  = − − 
 

∑  

此时对于 2y X= ，概率密度函数为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1

d 12 2
d 2

11 πsin
π ! 2

X XX y

k

k

y
f f y f y

y y
k ky

y k
αα

λ α
−+∞

=

= =

Γ +   = − −      
∑

 

2) 当 0, 1x α> = 时，随机变量 X 服从的稳定分布为柯西分布，则 2y X= 的概率密度函数为： 

( ) ( )
2 2 2

1
πX y

f
y y

σ

µ σ
=

− +
 

3) 当 0,1 2x α> < < 时，随机变量 X 的概率密度函数为[8]： 

( )
( )

( ) ( )
1

1

11 π, sin
π ! 2

k
X

k

k kf x x
x k

α
λ λ α

α

−+∞

=

Γ +  = − − 
 

∑  

此时对于 2y X= ，概率密度函数为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1

1

d 12 2
d 2

11 πsin
π ! 2

X XX y

k

k

y
f f y f y

y y

k ky
y k

α
λ α

α

−+∞

=

= =

Γ +  = − − 
 

∑
 

证毕。 
至此，我们得到了稳定过程平方的概率密度函数，下面我们简单的介绍运用极大似然法[9]对参数α

进行估计的方法： 
1) 通过稳定过程平方的概率密度函数可以得到它的似然函数 L ； 
2) 通过对似然函数 L 取对数可以得到 ln L ； 

3) 令 ln 0L
α

∂
=

∂
，求解该方程即可得到参数估计量 α̂ 。 

4. 结语 

本文研究了稳定过程的平方过程的相关性质，得出如下四个结论： 
1) 稳定过程的平方过程是一个稳定过程； 

2) 稳定过程平方的尾分布 ( )2 2~P X x C x
α

α
ασ

−
> ； 

3) 稳定过程平方的二次变差是一个非负的稳定过程； 
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4) 给出了对稳定过程平方的参数α 进行估计的方法。 
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