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Abstract 
In this article, the concept of topological complexity function is used to research some equivalent 
conditions of the positive entropy of 3-star map, and some equivalent conclusions are obtained 
when the topological complexity function is greater than 3. 
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摘  要 

本文利用了拓扑复杂性函数的概念,研究3-星映射正熵的一些等价条件，得到了关于拓扑复杂性函数大于

3的一些等价结论。 
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1. 引言 

复杂性和混沌行为的研究是拓扑动力系统中一个极其重要的工作，这个研究最初是开始于 Li 和

Yorke。之后又有很多数学家根据他们对于这种现象的理解介绍了大量关于混沌的定义。而 Li-Yorke 混

沌，Denavey 混沌和正熵是大家最感兴趣的。本文为了更好地研究 3-星映射的正熵的一些等价条件，借

用拓扑复杂性函数的概念来刻画其性质，得出关于拓扑复杂性函数大于 3 的一些等价结论。 

2. 预备知识 

定义 1.1 [1] 设 T 是一个树，即不含圈的一维紧致连通的分支流形。T 的任一子集被称为 T 的子树，

如果它本身是一个树。任取 x T∈ ，用 ( )V x 表示 { }T x− 的连通分支的个数。若 ( ) 3V x ≥ ，则称 x 是 T 的

一个分支点；若 ( ) 1V x = ，则称 x 是 T 的一个端点。记 ( ) ( ){ }: 3D T x V x= ≥ ， ( ) ( ){ }: 1E T x V x= = 。若 T

是一个树且只有一个分支点和三个端点，则称 T 为 3-星。 
一个拓扑动力系统(缩写 TDS)。是指一个对 ( ),X f ，其中 X 是一个紧致度量空间，有度量 d，并且

:f X X→ 是一个连续映射。 
定义 1.2 令 ( ),X f 是一个 TDS，这个系统 ( ),X f (或者映射 f)被称为 
(1) 拓扑传递的，如果对于任意两个 X 的非空开子集 ,U V ，存在 0n ≥ 使得 nf U V∩ ≠∅。 

(2) 强混合的，如果对于任意两个 X 的非空开子集 ,U V ，存在 0N ≥ 使得 nf U V∩ ≠∅对任意 n N≥ 。 

定义 1.3 令 ( ),X f 是一个 TDS，对一个 X 的子集的多元组 ( )1, , kA A A=  ，一个子集 J Z+⊂ 称为对 A

的独立集，如果对于任意非空有限子集 I J⊂ 我们有 

( )
i

s i
i I

f A−

∈

≠ ∅


 

对所有 { }1, , Is k∈  。 

定义 1.4 一个多元组 1, , k
kx x x X= ∈

 被称为 IE-多元组，如果对于 x的任意乘积邻域 1 kU U× × ，

这个多元组 ( )1, , kU U 有一个正密度的独立集。 

一个多元组 1, , k
kx x x X= ∈

 被称为基本的，如果 i jx x≠ 对于任意1 i j k≤ < ≤ 。 

定义 1.5 [2] 令 ( ),X f 是一个 TDS，这个系统 ( ),X f 被称为 

(1) 一致正熵，如果每个基本对 2
1 2,x x X∈ 是一个 IE-多元组。 

(2) 拓扑 K，如果任意基本 k-多元组 1, , k
kx x X∈ 是一个 IE-多元组对于任意 2k ≥ 。 

3. 主要结果和定理 

引理 2.1 [3] 令 ( )0f C T∈ ， f 是拓扑传递的，则 ( ) ( )P f R f T= = 。 

引理 2.2 [4] 令 ( )0f C T∈ ，下列几个条件是等价的。 

(1) f 是拓扑传递的。 
(2) 存在点 x T∈ ，使得 ( ),x f Tω = 。 

(3) 对每个非空开集U T⊂ ，有 ( )0
n

n
f U T∞

=
=



。 
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定理 2.3 令 ( )0f C T∈ ， y 是不动点， { }T y− 含有 l 个连通分支，下列几个条件是等价的： 
(1) lf 是拓扑传递的。 
(2) f 是强混合的。 
(3) T 中任一非退化的开的连通集 J 以及 intT 内任一闭连通集 H ，存在一个 0N > 使得当 n N> 时

( )nf J H⊃ 。 
证明： 
(1)⇒(3)：因为 lf 是拓扑传递的，所以 f 是拓扑传递的。由引理 2.1 可知， ( )P f T= ，则T 中任一

非退化的开连通集 J 中有一个周期点 z ，设T H− 的连通分支为 1 2, , , mC C C 。对每个 mi N∈ ，设 i ix C∈ 是

T 的内部的周期点，并设α 是周期点 ix 和 z 的周期的最小公倍数。设 g f α= ， iπ 为 ix 在 f 作用下的轨

道，则 1

m
ii

π
=

和{ }z 内的点都是 g f α= 的不动点。由引理 2.2 可知 ( )0
n

n
g J∞

=
是一个连通开集且在T 中稠

密。所以每个 1

m
ii

u π
=

∈


，存在非负整数 uk ，使得 ( )uku g J∈ 。记 { }1
max : m

u ii
k uβ π

=
= ∈



。则

( )1

m
ii

H g Jβπ
=

⊂ ⊂


。所以对一切 n αβ> ，有 ( )nf J H⊃ 。 

(3)⇒(2)：任意T 中的两个开子集 ,U V 。取任一非退化的开连通集 J U⊂ ，任一闭连通集 H V⊂ 。存

在 0N > 使得 k N> 时 ( )kf J H⊃ ，所以 ( ) ( )k kf U f J H⊃ ⊃ ，所以 ( )kf U V∩ ≠ ∅，即 f 是强混合的。 
(2)⇒(1)：因为 f 是强混合的，由定义对任意T 中的两个开子集 ,U V ，存在 0N ≥ 对任意 n N≥ 使得

nf U V∩ ≠ ∅。取 n lN= ，当然 n N≥ 且 ( ) ( )
Nlf U V∩ ≠ ∅。所以 lf 是拓扑传递的。 

即证定理 2.3。 
定理 2.4 令 ( )0f C T∈ ，如果 f 是拓扑传递的，则下列其中的一个结论当且仅有一个成立。 
(1) f 是强混合的。 
(2) 存在一个不动点 y 和 1k > ，并且 { }T y− 有 k 个连通分支，存在非退化的闭子树 1, , kT T ，使得

1

k
ii

T T
=

=


， { }i jT T y∩ = 对 i j≠ ，有 ( ) 1i if T T += 对 1, , 1i k= − ，并且 ( ) 1kf T T= 。 

证明：由引理 2.2，因为 f 是拓扑传递的，所以存在 x T∈ ，使得 ( ),x f Tω = 。取一个任意正整数 s ，

设 ( )( ),i s
iB f x fω= 对 0 i s≤ < ，因为 0 1sB B T−∪ ∪ = ，所以至少有一个 iB 有非空内部，又因为

( ) 1i if B B += 对于 0 2i s≤ ≤ − ， ( )1 0sf B B− = ，所以每个 iB 都有非空的内部。 

假定 int inti jB B∩ ≠∅，则存在正整数 n ，使得 ( ) int intsn i
i jf x B B+ ∈ ∩ 。因为 ( )( ),sn i s

iB f x fω += ，

jB 是 sf -不变的。所以 i jB B⊆ ，同样地 ,i j 可以交换，所以我们有 i jB B= 。即如果 iB 和 jB 的内部相交，

则 i jB B= 。 

令 S 表示T 的所有子树 iT 的集合，且 iT 是 iB 内部的分支对于 { }0, , 1i s∈ − 。因此 iT 是一个互不相交

的子树，它的并在 T 中稠密。因为 x 的轨道是稠密的，则对于任意 2T T∈ ，存在一个正整数 k 使得

( )1 2
kf T T⊆ 。所以 S 是有限的，称 { }1, , kS T T=  ， ( )1, ,iT i k=  被 f 周期性排队。如果 1h = ，则 iB T= 对

1, , 1i s= − ，所以 f 是强混合的。如果 1k > ，不妨假设 2k = ，令 y 是 f 的一个不动点，如果 iy T∈ ，则

( )i if T T= ，这与 ( ) 1i if T T +⊆ 且 iT 互不相交矛盾。类似地 y 也不可能T 的端点。故 y 只能是 iT 和 jT 的公共

端点，则 ( )i jf T T= ， ( )j if T T= 。因此我们有(2)中的情况且 2f 不是拓扑传递的。 

因为 s 是任意的，则证明了(1)成立如果 kf 是拓扑传递的。(2)成立如果 kf  
不是拓扑传递的。由定理 2.3， f 的全拓扑传递与 f 强混合等价，即证明了定理 2.4。 
引理 2.5 [5] 令 ( ),X f 是一个拓扑动力系统，如果 ( ) 2C > 对任意开覆盖  ，  包含两个非稠密的
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开集，则 f 是拓扑传递的。其中 ( ) ( )( )1lim n i
n iC N V f −
→∞ ==  。 

定理 2.6 令 f 是 3-星映射，则下列条件是等价的： 
(1) f 是强混合的； 
(2) 拓扑复杂性函数 ( ) 3C > 对任意开覆盖  ，  包含两个非稠密的开集，其中 

( ) ( )( )1lim n i
n iC N V f −
→∞ ==  ； 

(3) f 是一致正熵； 
(4) f 是拓扑 K 系统。 
证明：(4)⇒(3)： 

因为 f 是拓扑 K 系统，所以对于每个基本对的多元组 1, , k
kx x X∈ 是一个 IE-多元组对所有 2k ≥ 。

当 2k = 时每个基本对 2
1 2,x x X∈ 是一个 IE-多元组，所以 f 是一致正熵的。 

(3)⇒(2)： 
令 { }1 2,U U= ，因为 1 2,U U 非稠密，所以 1 2U U X∪ = ， 1U X≠ ， 2U X≠ ，且 ( )C  不可能等于 1。 

用反证法，加假设存在一个  ，使得 ( ) 3C ≤ 。不妨先设 ( ) 3C = 。即存在 0N 使得 0n N≥ 时

( )( )1 3n i
iN V f −
= = 。所以有 

( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n
i i i

n n n
i i i

a b c
i i i

f U f U f U X− − −

= = =

     
∪ ∪ =     

     
    

其中 { }, , 1, 2n n n
i i ia b c ∈ ， ( )2

1 0n n
i ii a b

=
− ≠∑ ， ( )2

1 0n n
i ii b c

=
− ≠∑ ， ( )2

1 0n n
i ii a c

=
− ≠∑ 。由狄默根律 

( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n
i i i

c cn n n
i i i

a b c
i i i

f U f U f U− − −

= = =

      
∪ ∩ =∅      

      
    

再次用狄默根律整理得： 

( ) ( ) ( )
1 1 1

n n n
i i i

n n n
i c i c i c

a b c
i i i

f U f U f U− − −

= = =

     
∩ ∩ =∅     

     
    

那 么 对 于 任 意 1 2 3, ,j j j n≤ ， ( )1

1 1
n n

ij

n
j c i c

a a
i

f U f U− −

=

   ⊂      


， ( )2

2 1
n n

ij

n
j c i c

a b
i

f U f U− −

=

   ⊂      


，

( )3

3 1
n n

ij

n
j c i c

a c
i

f U f U− −

=

   ⊂      


。所以 31 2

1 2 3
n n n
j j j

jj jc c c
a a a

f U f U f U−− −     ∩ ∩ =∅     
     

。取 1 1x X U∈ − ， 2 2x X U∈ − ，

1 1V X U= − ， 2 2V X U= − 。则 1 1 1
cx V U∈ ⊂ ， 2 2 2

cx V U∈ ⊂ 。所以 

31 2

1 2 3
n n n
j j j

jj j
a b c

f V f V f V−− −     ∩ ∩ =∅     
       

因为 f 是一致正熵，所以 1 2,x x 的邻域 ( )1 2,V V 有一个正密度的独立集 J ，因为 J 是有正密度的，所

以 J 无限。对于任意非空有限子集 I J⊂ 我们有 

( )
i

s i
i I

f A−

∈

≠ ∅
  

对所有 { }1,2 Is∈ 。取 I J⊂ 使得 { }01, 2, ,I N∩ =∅ 。且 3I ≥ ， 1 2 3 0, ,j j j N′ ′ ′ ≥ 。取 { }1 2 3max , ,n j j j′ ′ ′>

那么有 

( )( ) ( )( ) ( )( )31 2
1 2 3

jj j
s j s j s jf V f V f V′′ ′ −− −

′ ′ ′∩ ∩ ≠ ∅  
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所以得出矛盾，同理 ( ) 2C = 时也与 f 是一致正熵矛盾。所以假设不成立，对任意开覆盖  ， 包

含两个非稠密的开集，拓扑复杂性函数 ( ) 3C > 。 

(2)⇒(1)： 
由引理 2.5，因为 ( ) 3 2C > > ，所以 f 是拓扑传递的，下证 f 是强混合的。 

反证法：假设 f 不是强混合的，由定理 2.4，则存在一个不动点 y 和 1k > ，并且 { }T y− 有 k 个连通

分支，存在非退化的闭子树 1, , kT T ，使得 1

k
ii

T T
=

=


， { }i jT T y∩ = 对 i j≠ ，有 ( ) 1i if T T += 对 1, , 1i k= − ，

并且 ( ) 1kf T T= 。因为 f 是 3-星映射，所以有两种情况。令 y 为不动点，T 的三个端点分别为 1 2 3, ,e e e ，

分支点为O 。 
情况 1. y 为分支点O ，那么 3k = ， { }T y− 有 3 个连通分支，存在非退化的闭子树 1 2 3, ,T T T 使得

3

1 ii
T T

=
=


。 { }i jT T y∩ = 对于 i j≠ ，有 ( ) ( ) ( )1 2 2 3 3 1, ,f T T f T T f T T= = = 成立。 

令 { }1 2,U U= ， ( )1 1 ,U T B y ε= ∪ ， ( )2 2 3 ,U T T B y ε= ∪ ∪ ，其中 ( )1 3min 1 2 ,i id y eε ≤ ≤= ， 
1 2 3

1 1 2 2 3A f U f U f U T− − −= ∩ ∩ ⊇ ， 1 2 3
2 2 1 2 2A f U f U f U T− − −= ∩ ∩ ⊇ ， 1 2 3

3 2 2 1 1A f U f U f U T− − −= ∩ ∩ ⊇ ，

1 2 3A A A T∪ ∪ = 。 
当 n →∞时， 

( )( )1 31

nn j
s jj

A f U T−
=

= ⊇


。其中 ( ) 1s j = 当 ( )1 0 mod3j − ≡ ， ( ) 2s j = 当 j 为其他值。 

( )( )2 21

nn j
s jj

A f U T−
=

= ⊇


。其中 ( ) 1s j = 当 ( )2 0 mod3j − ≡ ， ( ) 2s j = 当 j 为其他值。 

( )( )3 11

nn j
s jj

A f U T−
=

= ⊇


。其中 ( ) 1s j = 当 ( )3 0 mod3j − ≡ ， ( ) 2s j = 当 j 为其他值。 

所以 1 2 3
n n nA A A T∪ ∪ = 。所以当 n →∞时， ( ) 3C = ，这与 ( ) 3C > 矛盾。所以 f 是强混合的。 

情况 2. y 不为分支点O ，不妨设 y 在 ( )1,O e 上，那么 2k = ， { }T y− 有 2 个连通分支，存在非退化

的闭子树 1 2,T T 使得 1 2T T T= ∪ 。 { }1 2T T y∩ = 。有 ( ) ( )1 2 2 1,f T T f T T= = 成立。 

令 { }1 2,U U= ， ( )1 1 ,U T B y ε= ∪ ， ( )2 2 ,U T B y ε= ∪ ，其中 ( )1 3min 1 2 ,i id y eε ≤ ≤= ，那么 
1 2

1 1 2 2A f U f U T− −= ∩ ⊇ ， 1 2
2 2 1 1A f U f U T− −= ∩ ⊇ ， 1 2A A T∪ = 。 

当 n →∞时， 

( )( )1 21

nn j
s jj

A f U T−
=

= ⊇


，其中 ( ) 1s j = 当 ( )1 0 mod 2j − ≡ ， ( ) 2s j = 当 j 为其他值。 

( )( )2 11

nn j
s jj

A f U T−
=

= ⊇


，其中 ( ) 1s j = 当 ( )2 0 mod 2j − ≡ ， ( ) 2s j = 当 j 为其他值。 

所以 1 2
n nA A T∪ = ，当 n →∞时， ( ) 2C = ，这与 ( ) 3C > 矛盾。所以 f 是强混合的。 

综合这两种情况，即证 f 是强混合的。 
(1)⇒(4)： 
因为 f 是强混合的。由定理 2.3 的 (3)，存在 1n ≥ 和非空开子集 i iV U⊂ 对 1 i k≤ ≤ 。使得

( )1 1

n kn
i ii i

f U V
= =

⊃
 

。因为 ( ) ( ) ( )
2

1 2
n n mn

s s s mf U f U f U− − −∩ ∩ ∩ ≠ ∅ 对所有的 1m ≥ ， { }1,2, , ms k∈  。则

{ }, 2 ,3 ,nN n n n=  是 ( )1, , kU U 的一个独立集。 

所以每个非空开子集 ( )1, , kU U 的 k-多元组有一个正密度的独立集，即 f 是拓扑 K 系统。 

即证定理 2.6。 
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