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Abstract 
A finite difference method is used to numerically solve unsteady double-diffusive natural convec-
tion in porous medium. A staggered grid finite difference scheme is established, and the stability 
analysis and convergence order are provided. Finally, some numerical examples are presented to 
verify the feasibility and efficiency of the staggered grid finite difference scheme. The results are 
compared with previously published work and excellent agreement has been obtained. 
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摘  要 

本文用有限差分方法求多孔介质中非平稳双扩散自然对流问题的数值解，建立了交错网格有限差分格式，

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2018.78118
https://doi.org/10.12677/aam.2018.78118
http://www.hanspub.org


蔡志飞 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.78118 1009 应用数学进展 
 

并给出这种格式的稳定性分析和收敛阶。最后，用数值算例验证该格式的可行性和有效性，模拟结果与

以往发表的工作成果进行了比较，具有非常好的一致性。 
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1. 引言 

多孔介质中的传热传质普遍存在于工农业生产与日常生活领域中，如：地热过程，石油热采技术，

核反应堆的设计，太阳能收集，过滤工艺及干燥工艺等。在腔体中，由于存在温度梯度和浓度梯度，产

生浮力比，从而引起了自然对流，影响其传热传质性能[1] [2]。 
这种双扩散导致的自然对流问题在许多工程应用中具有十分重要的作用。由于描述实际问题的流体

力学问题的源函数或计算区域很复杂，要求算出其精确解往往不容易，有效可行的方法是求其数值解，

交错网格的有限差分方法是求解流体力学方程的最有效方法之一。由于问题的复杂性，最初的研究工作

只是就水平多孔层垂直方向上存在温度梯度和浓度梯度的情形进行探讨，主要研究流动的稳定性问题。

近年来，由双扩散引起的自然对流传热传质的研究受到了研究者的广泛关注，已经能够对简单的几何情

形进行研究。文献[3]对多孔梯形腔体底壁加热(均匀或非均匀)引起的自然对流进行了数值研究。文献[4]
研究了方形腔中多孔介质在不同温差纵横比下的非达西浮力流动。文献[5]对三角形腔体中底壁加热(均匀

或非均匀)而产生的自然对流进行了有限元模拟。文献[6]详细研究了自然对流换热中可变孔隙度模型的发

展。最近，文献[7]采用有限体积元法研究了当边界均匀或非均匀加热时，浮力比和热瑞利数对双扩散自

然对流的影响。 
本文首先建立了非平稳双扩散自然对流问题的交错网格有限差分格式，其次对该有限差分格式进行

了稳定性分析，并利用泰勒展开给出了该差分格式的收敛阶，最后数值模拟了各个时刻的流线、温度线

和浓度线的分布状况。 

2. 数学模型和有限差分格式 

如图 1 所示，多孔介质封闭方形腔体中，充满流体。假设腔体上壁是绝热的，腔体下壁和左壁持续

加热，右壁进行冷却保持恒温。由于存在温度梯度和浓度梯度而产生浮力比，从而产生自然对流传热传质。 
 

 
Figure 1. System chart 
图 1. 系统简图 
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引入 Boussinesq 假设及 Darcy 定律，并引进无量纲变量，考虑如下双扩散自然对流方程[8]： 

0,u v
x y
∂ ∂
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∂ ∂

                                      (1) 
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这里 x 和 y 分别是水平方向和垂直方向上的无量纲坐标，u，v 分别是 x，y 方向上的速度分量，θ 和

S 分别表示无量纲温度和浓度；p 是无量纲压力参数。另外， , , , , ,r a aP D R M Leε 分别是普朗特数，多孔介

质的孔隙度，达西数，雷利数，浮力比和刘易斯数，它们将对流动，换热和传质产生重要影响。 
初始条件：当 t = 0 时，对于 0 , 1x y≤ ≤  

( ) ( ) ( ) ( ), 0 , , , 0, , 0.u x y v x y x y S x yθ= = = =                         (6) 

边界条件：当 t > 0 时 
( ) ( ) ( ) ( ),1 ,0 0, 1, 0,u x u x u y u y= = = =                            (7) 

( ) ( ) ( ) ( ),0 ,1 0, 1, 0,v x v x v y v y= = = =                            (8) 

( ) ( ),0 1, ,1 0,x x
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θ
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∂
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( ) ( )0, 1, 1, 0,y yθ θ= =                                  (10) 
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∂
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( ) ( )0, 1, 1, 0.S y S y= =                                 (12) 

设 ,x y∆ ∆ 分别是 x 方向和 y 方向的空间步长， t∆ 表示时间步长， [ ]N T t= ∆ ，通过在点 ( ), ,i k nx y t 处

离散 , ,p Sθ ，在点 ( )1
2
, ,k nj

x y t
+

处离散 u，在点 ( )1
2

, ,j nk
x y t

+
处离散 v，可以得到下列交错网格有限差分格式： 

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
, , , ,

0
n n n n
j k j k j k j k

u u v v

x y

+ + + +
+ − + −

− −
+ =

∆ ∆
                            (13) 

( ) ( ) ( ) ( )

3 1 11 1 1 1 1
2 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1
2

1
2

1
, ,, , , , 1 , , 11, ,

2 2

2 2
, ,1, ,

,

,

2 2

1

1.75

n n nn n n n nn n
j k j kj k j k j k j k j k j kj k j k

r

n n n n
j k j kj k j k

n
j k

nr
j k

a

u u uu u u u up p
P

t x x y

u u uv uv

x y

u uP u
D

ε

ε

+
+ −+ + + + + + + −+

+ + + −+

+

+

 − +− − +−  = − + +
 ∆ ∆ ∆ ∆
 

 − − − + ∆ ∆ 
 

− −
( ) ( )1 1

2 2

2 2

, ,

150

n n

j k j k

a

v

D ε

+ +
+

       (14) 

https://doi.org/10.12677/aam.2018.78118


蔡志飞 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.78118 1011 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( ) ( )

3 1 11 1 1 1 1
2 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1
2

1
2

1
, ,, , 1, , 1, ,, 1 ,

2 2

2 2
, ,, 1 ,

,

,

22

1

1.75

n n nn n n n nn n
j k j kj k j k j k j k j k j kj k j k

r

n n n n
j k j kj k j k nr

j k
a

n
j k

v v vv v v v vp p
P

t y x y

v v uv uv P v
y x D

v u

ε
ε

+
+ −+ + + + + − + ++

+ + − ++

+

+

 − +− − +−  = − + +
 ∆ ∆ ∆ ∆
 

 − − − + − ∆ ∆ 
 

−
( ) ( )

( )1 1
2 2

1 1
2 2

2 2

, ,

, ,150

n n

j k j k n n
r a j k j k

a

v
P R NS

D
θ

ε

+ +

+ +

+
+ +

        (15) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1
, , 1, , 1, , 1 , , 1

2 2

, , , ,

2 2n n n n n n n n
j k j k j k j k j k j k j k j k

n n n n
j k j k j k j k

t x y

u u v v

x y

θ θ θ θ θ θ θ θ

θ θ θ θ

+
+ − + −

+ − + + −

 − − + − +
= +  ∆ ∆ ∆ 

 − −
 − + ∆ ∆ 
 

                 (16) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
2 2 2 2

1
, , 1, , 1, , 1 , , 1

2 2

, , , ,

2 21n n n n n n n n
j k j k j k j k j k j k j k j k

n n n n
j k j k j k j k

S S S S S S S S
t Le x y

uS uS vS vS

x y

+
+ − + −

+ − + −

 − − + − +
= +  ∆ ∆ ∆ 

 − −
 − + ∆ ∆ 
 

                 (17) 

将(14)式和(15)式代入(13)式得到关于 p 的泊松方程： 
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3. 稳定性分析和误差估计 

引理：设{ }na ，{ }nb 是两个非负数列，并且{ }nc 为单调数列，如果满足： 

( )
1

0 0 0
0

0 ; ,
n

n n n i
i

a b c a a b cλ λ
−

=

+ ≤ + > + ≤∑  

那么就有： ( )exp , 0,1,2, ,n n na b c n n Nλ+ ≤ =  。 

定理：非平稳双扩散自然对流方程的有限差分格式(13)~(17)式在 ( ) 14 min ,1,rt u v P
Le

 ∆ + ≤  
 

和

{ }2 214 max ,1, min ,rt P x y
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 

的条件下是局部稳定的。并且有如下的误差估计： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1
2 2 2 2

,, ,

2 2
, ,

, , , , , ,

, , , , , ,

n n n
k n j n j k n j kj j k k j k
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这里
∞

⋅ 是无穷范数，则可推得 
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因为是 p 泊松方程，所以 np
∞
是有界的[9]。不妨设 1

np β
∞
≤ 。 

由(20)式可得 
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(21)式中从 1 到 n 相加，可得 
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由引理 1 得 

( )0
1

1.752 exp , 1,2, ,
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即当时间 T 是有限时，数列{ }nu 是局部稳定的，由有限差分稳定定理[9]可得数列{ }nu 是收敛的。 

同理，差分格式(15)~(17)式按照上述方法可得 
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由(23)~(25)式可得 
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y
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∆
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∆
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(26)式由 1 加到 n，即 

( ) ( )0 0 0
1
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y
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∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∆
+ + ≤ + + +

∆
                (28) 

当时间 T 是有限时，(26)式不等号右部分是有界的，由有限差分稳定定理[10]可得差分格式(23)~(25)
是收敛的。 

综上所述，非平稳双扩散自然对流问题的交错网格的有限差分格式是局部稳定的。 
下证交错网格有限差分格式的截断误差是(19)式。 
对于方程(1)，使用泰勒公式在点 ( )1, ,j k nx y t + 处展开，可得 

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
, ,, , , ,

1 11 2 32 3

2 3
, , ,

11 2 2

2
, ,

1 1
2 2 2 3 2

1 1
2 2 2 3

n n n n n n
j k j kj k j k j k j k

n nn

j k j k j k

nn

j k j k

u u u u u u

x u x u x u
x x x

x u x u
x x

+ + + + + +
+ − + −

+ ++

++

− = − + −

   ∆ ∂ ∆ ∂ ∆ ∂     = + + +        ∂ ∂ ∂        

 ∆ ∂ ∆ ∂   + − +    ∂ ∂     



！ ！

！

( )

13 3

3
,

131 3

3
, ,

2

24

n

j k

nn

j k j k

x u
x

xu ux
x x

+

++

 ∆ ∂  −   ∂   

∆  ∂ ∂ = ∆ + +  ∂ ∂   





！

            (29) 
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1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
, ,, , , ,

1 11 2 32 3

2 3
, , ,
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2
, ,

1 1
2 2 2 3 2

1
2 2 2

n n n n n n
j k j kj k j k j k j k

n nn
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y v y v y v
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y v y v
y y

y

+ + + + + +
+ − + −

+ ++

++

− = − + −

    ∆ ∂ ∆ ∂ ∆ ∂   = + + +        ∂ ∂ ∂        

  ∆ ∂ ∆ ∂ + −     ∂ ∂    

= ∆



！ ！

！

( ) 11 3 3

3
, ,24

nn

j k j k

yv v
y y

++ ∆   ∂ ∂
+ +  ∂ ∂   



             (30) 

将上式插入方程(1)中，可得 

( ) ( )1 11 2 23 3

3 3
, , ,24 24

n nn

j k j k j k

x yu v u v
x y x y

+ ++
∆ ∆    ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − − +    ∂ ∂ ∂ ∂     
  

即方程(1)的截断误差为： ( ) ( )( )2 2,O x y∆ ∆ 。 

对于方程(2)，使用泰勒公式在点 ( )1
2
, ,k ni

x y t
+

处展开，可得 

( )1 1
2 2 1 1

2 2

2
21

2, ,
, ,

1
2!

nn
n n
j k j k

j k j k

u uu u t t
t t

+
+ +

+ +

 ∂ ∂ − = ∆ + ∆ +  ∂ ∂   
                      (31) 
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   ∆ ∂ ∆ ∂ ∆ ∂     = + + +        ∂ ∂ ∂        
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
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,
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3
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n
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



           (32) 
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∆ ∆ ∆     ∂ ∂ ∂ ∂ = ∆ + + + +      ∂ ∂ ∂ ∂       

∆  ∂ ∂ − ∆ +   ∂ ∂   



( ) ( )

( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1 1
2 2

3 43 4

3 4
, , ,

42 4
2

2 4
, ,

3! 4!

12

n n n

k j k j k

n n

j k j k

x xu u
x x

xu ux
x x

+ +

+ +

∆ ∆   ∂ ∂
− + −   ∂ ∂   

∆   ∂ ∂
= ∆ + +   ∂ ∂   





           (33) 
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∆ ∆     ∂ ∂
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

                  (36) 

将(31)~(36)式代入到方程(2)中，可得 
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

 

即方程(2)的截断误差为： ( ) ( )( )2 2, ,O t x y∆ ∆ ∆ 。
 

同理可得，方程(3)~方程(5)的截断误差为： ( ) ( )( )2 2, ,O t x y∆ ∆ ∆ 。
 

即非平稳双扩散自然对流方程的交错网格有限差分格式的截断误差为(19)式得证。 

4. 数值模拟 

下面给出数值算例说明上述交错网格有限差分格式的有效性和可行性。 
在双扩散自然对流方程(1)~(5)中取 3 30.7, 2.0, 1, 10 , 10 , 1r a aP Le M D R ε−= = = = = = ，初边值条件为

(6)~(12)，并取空间步长为 0.01x y∆ = ∆ = ，时间步长为 410t −∆ = 。用交错网格差分格式(13)~(18)求得双扩

散自然对流问题的数值解，将各个时刻的流线、温度和浓度分布状况画在图 2 中。图 3 描述的是在 0.5t =
时刻浮力比 50,1,50M = − 的流线、温度和浓度分布状况，浮力比 ( )50 50M M− ≤ ≤ 是溶质浮力与热浮力

之间的比值。从图 3 可以看出，由于腔体的左壁是持续均匀加热的，所以流体会沿着顺时针方向从左壁

向冷却的右壁转动。当 M 从−50 增加到 1，流函数的值减小，即流体的流量减少，流线集中在腔体壁附

近且腔体的中心是空的。 50M = 时，温度和浓度的变化主要集中在右臂的下侧和左壁的上侧，表明流体

的变化主要是由于热传导导致的，这归结于热边界层厚度的增加；当 M 增加到 1 时，热量分散到了右壁；

当 M 进一步增加到 50 时，温度和浓度的变化主要集中在冷却的右壁。对于低浮力比的情况，整个墙体

受流体结构的影响，即随着浮力比增加，边界层厚度越薄。在高浮力比情况下，这种流体结构的变化对

浓度场产生显著影响，即在墙体周围形成了垂直分层现象。与已发表的工作成果相比较，流体的运动、

温度场和浓度场的变化基本吻合，不同浮力比情况下的流体的运动模式也很一致。 

5. 结论 

本文运用有限差分方法对非平稳双扩散自然对流问题进行了研究，构造了双扩散自然对流方程的交 
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Figure 2. When 1M = , streamlines, isotherms, isoconcentrations at 0.05,0.2,0.5t = , in order from top to bottom 
图 2. 1M = 时，从上到下依次是 0.05,0.2,0.5t = 时的流线图，温度图，浓度图 
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Figure 3. When 0.5t = , streamlines, isotherms, isoconcentrations at 50,1,50M = − , in order from top to bottom 
图 3. 0.5t = 时，从上到下依次是 50,1,50M = − 的流线图，温度图，浓度图 
 
错网格有限差分格式，并做了稳定性分析、给出了差分格式的误差估计。最后，利用所构造的有限差分

格式进行编程计算，模拟充满多孔介质的方形腔体中流场、温度场、浓度场随时间的变化状况，并讨论

了浮力比对流场、温度场、浓度场的影响。数值结果与已发表的工作成果相比具有很好的一致性，进一

步表明了交错网格有限差分格式计算非平稳双扩散自然对流问题的有效性和可行性。 
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