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Abstract 
This paper studies the application of stochastic discrete models to a class of economic model. By 
constructing Lyapunov function, the sufficient condition for the asymptotic mean square stability 
of the model at equilibrium point is obtained. The result is verified by numerical simulation. 
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摘  要 

本文研究随机离散模型在一类经济模型上的应用。通过构造Lyapunov函数，得到模型在平衡点渐近均方

稳定的充分条件，所得结果经过数值仿真进行验证。 
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1. 引言 

考虑到自然界中的随机扰动，在确定性模型的基础上，众多学者添加各种随机因素，构建更符合实

际动力学性态的随机离散模型进行研究，在生物种群、流行病等方面取得了许多成果[1]-[8]。例如，

Leonid-Shaikhet [6]研究了一类带有对数的随机差分方程解的渐近行为，得到平衡点的稳定性条件；Peter 
Palmer [7]使用 Euler-Maruyama 法将 1-维随机方程线性化，应用伊藤公式研究随机差分方程解的稳定性；

Anqi Miao [8]等分析了一类随机 SIS 传染病模型，将确定性系统与随机系统进行比较，发现随机扰动有

着不可忽视的影响。 
在市场行为中，经济活动也会受到不同程度的随机干扰，然而目前动力系统在经济模型中的应用还

处于初级阶段[9] [10] [11]，其模型建立及算法需要人们更进一步的探索和研究。本文研究一类差分方程

经济模型，在一定随机干扰的影响下，模型平衡解的稳定性。 

2. 建立模型 

随着中国经济的飞速发展，各种新产品层出不穷，为了让它们更快地进入大众视野，广告成为一种

重要的营销手段。许多学者致力于广告量-购物水平的研究[12] [13] [14]，然而他们大多忽略了经济活动

中随机干扰这一因素。 
首先，我们考虑下面传统的广告量-购物水平模型[12]： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

0 0

0

x t X x t y t Y y t

y t X x t

α β

γ

 ′ = − + −
 ′ = −

                           (1) 

其中α 、β 、γ 是正系数， ( )x t 表示 t 时刻的购物水平， ( )y t 表示 t 时刻的广告投入量， 0X 是最大购物

水平， 0Y 是最大广告量；当广告量不超过一定额度时，随着广告投放量的增加销售量也会增加，当广告

量超过一定额度时，可能会引起人们的逆反心理，广告量的增加反而会影响销售量。从方程(1)中我们容

易求出系统存在两个平衡点 ( )0 ,0X 和 ( )0 0,X Y 。 
在市场行为中，各种随机因素也会影响广告的效果，因此本文对模型(1)引入随机干扰项，通过欧拉

离散方法，得到下面的随机差分方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2
0 0 1 0 1

0 2 0 2

1 1 1

1 1

x n X x n Y y n y n x n X n

y n X x n y n y n Y n

α α β β σ ξ

γ γ σ ξ

 + = + − + − + − +


+ = − + + − +
            (2) 

其中 ( )1,2i iσ = 表示随机干扰强度；n 表示离散的时间， n Z∈ ， { }0,1,Z =  ； ( )( )1 1,2i n iξ + = 表示相互

独立的随机变量序列，且满足 ( ) 0iE nξ = ， ( )2 1iE nξ = ， ( ) ( )1 2 0E n nξ ξ = 。 
考虑到模型的实际情况，本文中我们只讨论正平衡点的稳定性。令 ( ) ( ) 0x n u n X= + ， ( ) ( ) 0y n v n Y= + ，

在平衡点 ( )0 0,X Y 处，对模型(2)进行 Jacobi 线性化，得到下面线性方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1

2 2

1 1 1
1 1

u n u n Y v n u n n
v n u n v n v n n

α β σ ξ
γ σ ξ

 + = − − + +
 + = − + + +

                      (3) 

显然，模型(2)正解的局部稳定性等价于模型(3)在零解处的稳定性。 
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设 ( ) ( ) ( )( ),z n u n v n ′= ，模型(3)可以写成下面这种形式： 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1z n Az n n z nϑ ξ+ = + +                              (4) 

其中： 

01
1
Y

A
α β
γ
− − 

=  − 
， ( )( ) ( )

( )
1 1

2 2

1 0
1

0 1
n

n
n

σ ξ
ϑ ξ

σ ξ
 + 

+ =  + 
 

3. 平衡点的稳定性 

为了讨论方程(3)在零解处的稳定性，我们还需要下面一些定义与引理。 
定义 1. [15]如果任意的 0ε > ，存在 0δ > ，使得对任意的初始函数

22
0sup Eϕ ϕ δ= < ，有

( ) 2
E z n ε< ，n Z∈ ，则称方程(3)的零解是均方稳定的；如果解是均方稳定的且对任意初始函数

2ϕ < ∞，

方程的解满足条件 ( ) 2
lim 0n E z n→∞ = ，则称方程(3)的零解是渐近均方稳定的。 

定义 2. [16]设 P、Q 均为实对称正定矩阵，若 P Q− 也为实对称正定矩阵，即有 0P Q− > ，则称 P
大于 Q，记作 P Q> 。 

引理 1. [15]如果存在一个非负函数 ( ) ( )( ), , ,iV V i z z iτ= −  满足下面的条件： 

( ) ( )( ) 2
10, , , 0EV cϕ τ ϕ ϕ− ≤ , 

( ) 2
2iE V c E z i∆ ≤ −  

1c ， 2c 是正常数， i Z∈ ，那么方程(3)的解是渐近均方稳定的。 
定理 1. 对于一些二维正定矩阵 P，矩阵方程： 

P A DA D C′− = − +                                    (5) 

解为半正定矩阵 D，那么方程(3)的零解是渐近均方稳定的。 
证明：首先我们构造一个 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( )V n z n Dz n′=  

其中
11 12

12 22

d d
D

d d
 

=  
 

是一个半正定矩阵。 

计算 ( )V n∆ 的期望，我们可以得到下面的式子： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

( 1)

1 1

1 1

1 1

E V n E V n V n

E z n Dz n z n Dz n

E Az n n z n D Az n n z n z n Dz n

E z n A DA D z n z n n D n z n

E z n A DA D C z n

ϑ ξ ϑ ξ

ϑ ξ ϑ ξ

∆ = + −  
′ ′= + + −  

 ′ ′= + + + + −  
 ′ ′ ′= − + + + 
′ ′= − +  

 

其中 ( )( ) ( )( )
2

11 1
2

22 2

0
1 1

0
d

C n D n
d

σ
ϑ ξ ϑ ξ

σ
 

′= + + =  
 

。 

因此： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 2
E V n E z n Pz n cE z n′∆ = − ≤ −  

其中 P A DA D C′− = − + ，c 是一个大于零的常数。于是根据引理 1，定理得证。 
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4. 数值模拟 

由第 2 节中我们知道： 

01
1
Y

A
α β
γ
− − 

=  − 
，

2
11 1

2
22 2

0
0

d
C

d
σ

σ
 

=  
 

 

因此矩阵方程(5)可以写成下面这种形式： 

( ) ( )22 2
11 11 12 22 11 1 112 1 1p d d d d dγ α γ α σ= − − − − − − , 

( ) ( )12 0 12 22 0 111p Y d d Y dα γβ γ α β= − + − − , 

2 2 2
22 0 11 0 12 2 222p Y d Y d dβ β σ= − + −  

其中
11 12

12 22

d d
D

d d
 

=  
 

，
11 12

12 22

p p
P

p p
 

=  
 

。 

理论上P和D存在多个解，在此我们只给出一个具体的例子。令 0.5718α = ， 0.0095β = ， 0.148γ = − ，

1 2 0.1σ σ= = ，平衡点 0 80X = ， 0 30Y = ，矩阵
1.5 1
1 2

D  
=  
 

，通过 MATLAB 计算可以得到一个正定矩阵

P：
1.0394 0.501
0.501 0.4282

P  
=  
 

。 

根据定理 1，方程(3)在零解处渐近均方稳定，因此方程(2)在正解 ( )0 0,X Y 处是局部渐近均方稳定。设

初值为 ( )70,20 ，通过数值仿真得到方程解的稳定性图像如下图 1 和图 2。 
 

 
Figure 1. Asymptotically mean square stability of Equation (3) at the zero point  
图 1. 方程(3)在零点渐近均方稳定 
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Figure 2. Asymptotically mean square stability of Equation (2) at the positive equilibrium point 
图 2. 方程(2)在正平衡点处局部渐近均方稳定 

5. 总结 

本文通过构造 Lyapunov 函数的方法研究一类随机经济模型解的稳定性问题。首先我们建立一个随机

模型，经过欧拉离散化方法，得到了随机差分方程，然后将随机差分方程在正平衡点处线性化得到线性

随机差分方程，证明当线性方程满足一定条件时，在零点处是渐进均方稳定的，由此得出方程在正平衡

点处的局部渐进均方稳定性充分条件，并通过数值仿真验证了结论的正确性。本文研究的经济模型只考

虑了随机扰动这一影响，如果还能得到方程解在时滞影响下的稳定性将更有现实意义，这也是我们今后

所要研究的方向。 
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