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Abstract 
In this paper, two extended (3 + 1)-dimensional Jimbo-Miwa equations can be researched with the 
transformed rational function method. As a result, new exact travelling wave solutions for two ex-
tended (3 + 1)-dimensional Jimbo-Miwa equations are obtained by means of Maple software. 
What’s more, if we choose different ordinary differential equations, we can obtain different types 
of travelling wave solutions which supplement the existing literatures. 
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摘  要 

在本文中，我们引入有理函数变换法对两类扩展的(3 + 1)维Jimbo-Miwa方程进行了研究。通过这种方
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法并借助于Maple软件得到了它们新的行波精确解，而且如果我们选择不同的常微分方程，还可以得到

不同类的行波解，补充了以往文献的研究成果。 
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1. 引言 

非线性发展方程在科学工程领域是一个研究热点，引起了学者们的广泛关注。值得注意的是，学者

们借助丰富的研究手段求解了非线性发展方程比如 Korteweg-de Vries 方程，Boiti-Pempinelli-Tu 方程和

sine-Gordon 方程等。研究方法多种多样，有齐次平衡法[1] [2]，李对称分析[3] [4] [5]，F 展开法[6]，Jacobi
椭圆函数法[7]，指数函数法[8] [9]，反散射变换法[10] [11]等。近几年，马文秀教授提出了一种能够有效

得到非线性发展方程新行波解的方法，有理函数变换法[12]。这个方法不仅能够系统地得到新的行波解，

还统一了指数函数法，齐次平衡法，扩展的双曲函数展开法，Jacobi 椭圆函数展开法，F 展开法，映射法

等。在本文中，我们通过有理函数变换法得到了两类扩展的(3 + 1)维 JM 方程的新行波解。 
KP 可积族中的第二个方程为(3 + 1)维 JM 方程[13]， 

3 3 2 3 0,xxxy y xx x xy yt xzu u u u u u u+ + + − =                           (1) 

其中， ( ), , , , x
uu u x y z t u
x
∂

= =
∂

。 

(3 + 1)维 JM方程(1)已经被许多方法所研究，比如扩展的有理函数变换法[14]，扩展的Tanh方法[15]，
Hirtoa 双线性法[16] [17]，多指数函数法[18]，有理函数变换法[12]，Bell 多项式法[19]等。由于(3 + 1)维
JM 方程好的可积性质，它可以被扩展成如下的方程， 

( )3 3 2 3 0,xxxy y xx x xy yt xz yz zzu u u u u u u u u+ + + − + + =                     (2) 

和 

( )3 3 2 3 0.xxxy y xx x xy yt xt zt xzu u u u u u u u u+ + + + + − =                     (3) 

显然，(1)中的线性项 xzu 和 ytu 分别扩展成(2)中的 xz yz zzu u u+ + 和(3)中的 yt xt ztu u u+ + 。据我们所知，

在文献[20]中，通过简化的 Hirota 方法得到了两类扩展的(3 + 1)维 JM 方程的多孤子解。在文献[21] [22]
中，基于双线性形式得到了它们的 lump 解和 lump-kink 解。在文献[23]中，通过 complex 方法得到了(2)
和(3)的亚纯解。 

本文分为以下内容，在第二部分我们简单介绍有理函数变换法的基本步骤。第三部分和第四部分依

据有理函数变换法研究了两类扩展的有理函数变换法，然后借助于符号计算得到了相应的研究结果。第

四部分我们对本文进行了总结。 

2. 有理函数变换法 

在这一部分我们介绍有理函数变换法的基本思想，考虑非线性偏微分方程 
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( ), , , , , 0,t x xxP x t u u u =                                 (4) 

其中 ( ),u u x t= 是一个关于 ,x t R∈ 的函数。 
首先作行波变换 ( ) ( ) ( ), ,u u x t k x ctξ ξ ξ= = = − ，k 和 c 是任意的实常数，则(4)变为下面的常微分方

程， 
( ) ( )( )1, , , , 0,r rQ x t u u + =                                (5) 

其中 ( ) d , 1
d

i
i

i

uu i
ξ

= ≥ ，且 r 是方程(5)中的最低阶导数。 

假设 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1 0

1
1 0

,
m m

r m m
n n

n n

p p p pu v
q q q q
η η η

ξ η
η η η

−
−

−
−

+ + +
= = =

+ + +




                   (6) 

且 ( )η η ξ= 满足一阶微分方程 

( ) ( ), ,T Tη ξ ξ η′ = =                                 (7) 

其中 m，n 是自然数， ,1ip i m≤ ≤ ， ,1iq i m≤ ≤ 是待定常数，通过选择满足不同常微分方程的η，方程(4)
的行波解并且许多求解方法得到了统一。 

3. 第一类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程 

第一类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程为 

( )3 3 2 3 0.xxxy y xx x xy yt xz yz zzu u u u u u u u u+ + + − + + =                    (8) 

首先作行波变换 ( ) ( ), , , ,u x y z t u ax by cz tξ ξ ω= = + + − ， , ,a b c 是波数，ω 是波频。可将方程(8)约化

为下面的常微分方程， 
( ) ( )43 2 26 2 3 3 3 0,a bu a bu u b ac bc c uω′ ′′ ′′+ − + + + =                    (9) 

其中(9)中的各阶导数表示 u 关于ξ 求导。 
然后对方程(9)关于ξ 积分并取积分常数为 0 得 

( ) ( )23 2 23 2 3 3 3 0.a bu a b u b ac bc c uω′′′ ′ ′+ − + + + =                   (10) 

设 1r = ， ( ) ( )u vξ η′ = ，我们得到了方程(8)的变换形式， 

( )3 2 3 2 2 23 2 3 3 3 0.a bT v a bTT v a bv b ac bc c vω′′ ′ ′+ + − + + + =               (11) 

3.1. 当 ′η η= 时 

(11)可以变成 

( )3 2 3 2 2 23 2 3 3 3 0.a b v a b v a bv b ac bc c vη η ω′′ ′+ + − + + + =                 (12) 

平衡(12)中的最高阶导数项和最高阶非线性项，有 m n= 。为了计算方便，我们取 3m n= = ，借助于

符号计算，得到了(12)的有理解 v， 

( )
3 2

1 2
2 2 2
2 1 2 1

4 3 3 3,
24 4

aq q a b ac bc cv
bq q q q

η
η ω

η η
− − −

= =
+ +

                 (13) 

和 
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( )
( )
( )

2 2 2
2 2 1 2 1

2 2 2
2 2 1 2 1

4 8
,

4 4

p q q q q
v

q q q q q

η η
η

η η

− +
=

+ +
 

( )3 2 3 3 2
2 2 2 2 22

3
2 2

3 9 33 , .
2

bcq c q bp cp qpa
q q b

ω
+ − −

= − = −                       (14) 

由于 eξη = 满足一阶常微η η′ = ，所以第一类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程的指数函数行波解为 

( ) 1

2 1

2, , , ,
2 e

aqu x y z t d
q qξ= − +

+
 

3 23 3 3
2

a b ac bc cax by cz t
b

ξ − − −
= + + −  

和 

( ) ( )
2 1 2

22 2 1

6, , , ,
2 e

p q pu x y z t d
qq q qξ

ξ= + +
+

 

( )3 2 3 3 2
2 2 2 2 22

3
2 2

9 33 3 ,
2

bcq c q bp cp q tp x by cz
q q b

ξ
+ − −

= − + + +  

d 为积分常数，其余的参数均为任意常数。 

3.2. 当 ′ 21 1
2 2

η η−= 时 

(11)可以变成 

( )

3 4 3 2 3 3 3 3 2 2

2

1 1 1 1 1 3
4 2 4 2 2

2 3 3 3 0.

a b a b a b v a b a b v a bv

b ac bc c v

η η η η

ω

   ′′ ′− + + − +   
   

− + + + =
                (15) 

平衡(15)中的最高阶导数项和最高阶非线性项，有 2m n= + 。我们取 3, 1m n= = ，借助于符号计算，

得到了(15)的有理解 v， 

( )
( )2 3 2 3 3 2

1 1 1 1 1 1
3

1 1

1 3 3 8 6,
2

p bcq c q bp cp qv
q q b

η
η ω

− + − +
= − = −                   (16) 

和 

( )
( ) ( )2 3 2 3 3 2

1 1 1 1 1 1
3

1 1

3 1 3 72 6
, .

2

p bcq c q bp cp q
v

q q b

η
η ω

− + + +
= − = −                 (17) 

由于 ( ) ( )tanh sechiη ξ ξ= + 和 ( ) ( )coth cschη ξ ξ= + 均满足一阶常微 21 1
2 2

η η′ = − ，所以第一类扩展的

(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程的双曲函数行波解为 

( ) ( ) ( )
1 1

1 1

2 2, , , tanh ,
cosh

p ipu x y z t d
q q

ξ
ξ

= + +  

( ) ( ) ( )
1 1

1 1

2 2, , , coth ,
sinh

p pu x y z t d
q q

ξ
ξ

= + +  

( )3 2 3 3 2
1 1 1 1 11

3
1 1

3 3 8 62 ,
2

bcq c q bp cp q tp x by cz
q q b

ξ
+ − +

= + + +  

和 
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( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1

6 6 2, , , tanh ,
cosh

p ip pu x y z t d
q q q

ξ
ξ

ξ
= + − +  

( ) 1 1

1
1

1tanh 1
6 2 2, , , ln ,

1 1tanh tanh 1
2 2

p pu x y z t d
qq

ξ

ξ ξ

   −    = + +
    +        

 

( )3 2 3 3 2
1 1 1 1 11

3
1 1

3 72 66 ,
2

bcq c q bp cp q tp x by cz
q q b

ξ
+ + +

= + + +  

d 为积分常数，其余的参数均为任意常数。 

3.3. 当 ′ 21η η= + 时 

(11)可以变成 

( ) ( )
( )

3 3 2 3 4 3 3 3 2 2

2

2 2 2 3

3 3 2 3 0.

a b a b a b v a b a b v a bv

ac bc b c v

η η η η

ω

′′ ′+ + + + +

− + + + =
                   (18) 

平衡(18)中的最高阶导数项和最高阶非线性项，有 2m n= + 。类似地，我们取 3, 1m n= = ，借助于符

号计算，得到了(18)的有理解 v， 

( )
( )2 3 2 3 3 2

1 1 1 1 1 1
3

1 1

1 6 6 3,
4

p bcq c q bp cp qv
q q b

η
η ω

+ + − −
= = −                    (19) 

和 

( )
( ) ( )2 3 2 3 3 2

1 1 1 1 1 1
3

1 1

3 1 3 2 2 9 3
, .

4

p bcq c q bp cp q
v

q q b

η
η ω

+ + + −
= = −                 (20) 

由于 ( )tanη ξ= 满足一阶常微 21η η′ = + ，则第一类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程的周期行波解为 

( ) ( )1

1

, , , tan ,pu x y z t d
q

ξ= +  

( )3 2 3 3 2
1 1 1 1 11

3
1 1

6 6 3

2 4

bcq c q bp cp q tp x by cz
q q b

ξ
+ − −

= − + + +  

和 

( )
( ) ( )( )

( )
1

1

2 cos 3sin
, , , ,

cos
p

u x y z t d
q

ξ ξ ξ
ξ

− +
= +  

( )3 2 3 3 2
1 1 1 1 11

3
1 1

3 2 2 9 33 ,
2 4

bcq c q bp cp q tp x by cz
q q b

ξ
+ + −

= − + + +  

d 为积分常数，其余的参数均为任意常数。 

3.4. 当 ′ 2 , 0R Rη η= ≠ 时 

(11)可以变成 

( )2 3 4 2 3 3 2 2 22 3 3 3 2 3 0.R a b v R a b v a bv ac bc b c vη η ω′′ ′+ + − + + + =                (21) 
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我们取 3, 1m n= = ，借助于符号计算，得到了(27)的有理解 v， 

( ) ( )2 2 3
2 ,

2
c a b c

v R a
b

η η ω
+ +

= − = −                            (22) 

和 

( )
( )2 22 2

0 0 0 00 0

0 0

3 22
, .

2

a bp acq bcq c qR aq pv
q q b
η

η ω
− − −−

= − =                  (23) 

由于
0

1
R c

η
ξ

= −
+

满足一阶常微 2 , 0R Rη η′ = ≠ ，则第一类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程的有理解

为 

( )
0

32 ,
2

c a b c taRu d ax by cz
R c b

ξ
ξ

+ +
= + = + + +

+
 

和 

( ) ( )
( )

2
0 0 0 0

0 0

2 2
0 0 0 0

0

2
, , , ,

3 2
.

2

Rp Raq c pu x y z t d
q R c

a bp acq bcq c q t
ax by cz

bq

ξ ξ
ξ

ξ

+ +
= +

+

− − −
= + + −

 

d 为积分常数，其余的参数均为任意常数。 

4. 第二类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程 

第二类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程为 

( )3 3 2 3 0.xxxy y xx x xy yt xt zt xzu u u u u u u u u+ + + + + − =                      (24) 

首先作行波变换 ( ) ( ), , , ,u x y z t u ax by cz tξ ξ ω= = + + − ， , ,a b c 是波数，ω 是波频。 

可将方程(24)约化为下面的常微分方程， 
( ) ( )43 26 2 2 2 3 0,a bu a bu u a b c ac uω ω ω′ ′′ ′′+ − + + + =                     (25) 

其中(25)中的各阶导数表示 u 关于ξ 求导。 
然后对方程(25)关于ξ 积分并取积分常数为 0，设 1r = ， ( ) ( )u vξ η′ = ，我们得到了变换的扩展 JM 方

程 
( )3 2 3 2 23 2 2 2 3 0.a bT v a bTT v a bv a b c ac vω ω ω′′ ′ ′+ + − + + + =                 (26) 

4.1. 当 ′η η= 时 

(26)可以变成 

( )3 2 3 2 23 2 2 2 3 0.a b v a b v a bv a b c ac vη η ω ω ω′′ ′+ + − + + + =                  (27) 

平衡(27)中的最高阶导数项和最高阶非线性项，有 m n= 。为了计算方便，我们取 3m n= = ，借助于

符号计算，得到了(27)的有理解 v， 

( )
( )

2
0 1

2 2 2
1 0 1 0

34
,

24 4

a a b caq qv
a b cq q q q

η
ω

η η

−
= =

+ ++ +
                       (28) 

和 
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( )
( )

( )
( )

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 1 11

22 2 2
1 1 1 1 11 2 1 2 1

4 8 9 3 43, , .
2 8 2 2 32 4 4

p q q q q p bp cqpv a
q q bq cq pq q q q q

η η
ω

η η

− + +
= − = = −

+ ++ +
            (29) 

由于 eξη = 满足一阶常微η η′ = ，因此第二类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程的指数函数行波解为 

( )
( )

2
0

1 0

34
,

2e 2

a a b c taqu d ax by cz
a b cq qξ ξ

−
= − + = + + −

+ ++
 

和 

( )
( )

2 2
1 1 11 1 1

2
1 12 1 1 1 1 1

9 3 43 3, ,
2 22 e 8 2 2 3

p bp cq tp p pu d x by cz
q qq q q bq cq pξ

ξ
ξ

+
= − − + = + + +

+ + +
 

d 为积分常数，其余的参数均为任意常数。 

4.2. 当 ′ 21 1
2 2

η η−= 时 

(26)可以变成 

( )

3 4 3 2 3 3 3 3 2 21 1 1 1 1 3
4 2 4 2 2

2 2 2 3 0.

a b a b a b v a b a b v a bv

a b c ac v

η η η η

ω ω ω

   
   ′′ ′− + + − +
   
− + + + =

                (30) 

方程(30)的有如下的有理解 v， 

( ) ( )
( )

2 2 2
3 3 3 13

2
1 1 1 1 1 3

1 4 32
, ,

2

p p bp cqpv a
q q q bq cq p

η
ω

− −
= = − = −

+ −
                    (31) 

和 

( ) ( )
( )

2 2 2
2 2 2 02

2
0 2 0 0 0 2

3 4 8 32, , .
3 2

p p bp cqpv a
q q q bq cq p

η
ω

− −
= = − = −

+ −
                  (32) 

由于 ( ) ( )tanh sechiη ξ ξ= + 和 ( ) ( )coth cschη ξ ξ= + 均满足一阶常微 21 1
2 2

η η′ = − ，因此第二类扩展的

(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程的双曲函数行波解为 

( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

3 3

1 1

3 3

1 1

2 2
3 3 13

2
1 1 1 1 3

2 2
tanh ,

cosh
2 2

coth ,
sinh

4 32
,

2

p ipu d
q q
p pu d

q q

p bp cq tp x by cz
q q bq cq p

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ

= − − +

= − − +

−
= − + + +

+ −

 

和 

( ) ( )

( )
( )

2 2 2

0 0 0

2 2

0
0

2 2
2 2 02

2
0 0 0 0 2

2 2tanh ,
cosh 3

1tanh 1
2 2 2ln ,

1 13tanh tanh 1
2 2

8 32 ,
2

p ip pu d
q q q

p pu d
qq

p bp cq tp x by cz
q q bq cq p

ξ
ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ

= − − − +

   −    = − + +
    +        

−
= − + + +

+ −
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d 为积分常数，其余的参数均为任意常数。 

4.3. 当 ′ 21η η= + 时 

第二类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程的周期行波解为 

( )

( )
( )( )

( )
( )

3 3

1 1

33 3

1 1 1

2 2
2 2 02

2
0 0 0 0 2

2
tan ,

3

arctan cot
cot ,

3

2 3

2 2 2 2

p pu d
q q

pp pu d
q q q

p bp cq tp x by cz
q q bq cq p

ξ ξ

ξ
ξ ξ

ξ

= − +

−
= + + +

−
= − + + +

+ −

 

和 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( )
( )

22

0 0

22

0 0

2 2
2 2 02

2
0 0 0 0 2

arctan tantan
,

arctan cotcot
,

2 3

2 2 2 2

pp
u d

q q

pp
u d

q q

p bp cq tp x by cz
q q bq cq p

ξξ

ξξ

ξ

= − +

= − + +

−
= − + + +

+ −

 

d 为积分常数，其余的参数均为任意常数。 

4.4. 当 ′ , 0Rη η η ≠= 时 

第二类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程的有理解为 

( )0

2 3,
2

aR actu d ax by cz
R c a b c

ξ
ξ

= + = + + +
+ + +

 

和 

( )
2

3 2 2 2
, ,

3
ac a b c

u ax by cz t
a b

ω ω ω ξ
ξ ω

+ + +
= = + + −  

d 为积分常数，其余的参数均为任意常数。 

5. 结论 

在本文中，我们借助于符号计算研究了两类扩展的(3 + 1)维 Jimbo-Miwa 方程，得到了丰富的行波精

确解。如果选择的η满足其他形式的常微分方程，我们就可以得到更加多样化的行波精确解。值得注意

的是，有理函数变换法可以用来求解其它的非线性方程，且扩展的有理函数变换法还可以得到孤子方程

的复合解[24]。 
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