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Abstract 
The dynamical behavior of dengue virus transmission model with incubation delay and relatively 
long maturation delay compared to the average life span of adult mosquito is investigated. The 
positivity of solutions is showed by using contradiction. The local stability of the disease free equi-
librium and endemic equilibrium are obtained by using the linearization method. Further, the 
global asymptotic stability of the positive equilibrium is proved by using Lyapunov functional 
method. 
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摘  要 

考虑到登革热病毒传播过程中在蚊子和人体内都具有一定的潜伏期，以及相对于蚊子的生命周期来说蚊

子有一个较长的孵化期，本文考虑了一类具有潜伏期时滞和孵化期时滞的登革热病毒传播动力学模型。

利用反证法证明了模型解的正性，通过线性化方法得到模型无病平衡点和地方病平衡点的局部渐近稳定

性，给出了刻画疾病消除或流行的阈值条件。进一步，通过构造合适的李雅普诺夫泛函，得到模型无病

平衡点和地方病平衡点的全局渐近稳定性的判别准则。 
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1. 引言 

最近几十年来，由于登革热的高发病率和高死亡率，它已成为当前威胁人类并跨越国界的最重要的

虫媒疾病之一。该媒介传染病主要发生在热带，亚热带和温带国家，每年受感染者至少 5000~10,000 万，

人主要通过埃及伊蚊和白纹伊蚊感染登革热病毒，主要症状为高烧、头疼、眼睛疼痛、关节疼痛、呕吐

等症状[1] [2] [3]。早在 1981 年，Jousset 就找到了埃及伊蚊菌株和登革热病毒的起源地[4]。为了更好地

描述登革热病毒的影响，许多学者已经提出数学模型来研究登革热病毒的传播(看[5] [6] [7]及其引用的文

献)。特别地，Esteva 等人提出的登革热病毒传播模型分析了平衡点的全局稳定性，并就阈值条件讨论了

媒介的控制策略[8]。进一步，Wang 等人提出了一个登革热病毒传播的非局部的时滞扩散模型，并建立

了关于基本再生数的动力学性态[9]。此外，Garba 等人提出了登革热菌株传播动力学的定性模型，他们

证明了当基本再生数小于 1 时无病平衡点的存在性和局部渐近稳定性，作者也发现模型会出现后向分支

的现象[10]。 
如何控制和消灭登革热已经是一个热点话题。尽管有很多疫苗在开发，其中包括四价登革热疫苗已

经被推荐使用于疾病高传染性的国家和地区，登革热仍然没有具体的治疗方法[1]。在疫苗的功效没有被

确定之前，登革热的控制策略主要采取适当的防护措施。主要防护措施为减少蚊子机制和个人的自我保

护。减少蚊子的数量可以通过消除蚊子的繁殖地(如清洁暗沟、路边的水道，处理固体废物，消除人类制

造的废弃场所等)和杀成虫药(通过播撒杀虫剂杀死成年蚊子) [11] [12]。另一方面，个人的自我保护依赖

于防止蚊子的叮咬(如使用纱窗，穿长袖衣服，利用杀虫剂处理过的线圈和汽化器等物质。尽管有社区参

与和媒介控制的协作与积极的疾病监测和杀虫剂的使用，在全国范围内对登革热预防和控制的成功案例

还是很少的[1]。此外，随着媒介抵抗力的增加，再感染的几率也随之加大。另外，由于杀虫剂产品开发

与研究的高成本和低回报，在市场上仅供有极少的杀虫剂产品。 
临床研究表明，蚊子的生命周期约为 3 周，登革热病毒在蚊子体内会有一个潜伏期，时间一般在 5~8

天，登革热病毒在人体内也会有一个潜伏期，时间一般在 3~14 天[1]。然而，在现有的大部分研究工作

中，考虑到理论分析的便利性，往往忽略了登革热病毒在人和蚊子体内的潜伏期时滞，这将高估疾病传

播的风险。近年来已有部分学者研究具有时滞的媒介传染病模型，例如 Zhao 等人讨论了具有时滞的登革
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热模型，给出疾病消除的阈值条件及地方病平衡点全局吸引的充分条件[13]。阮士贵等人研究了疟疾在媒

介和宿主均带有潜伏期时滞的疟疾传播动力学模型，讨论了潜伏期时滞对阈值和疾病传播动态的影响[14]。 
另一方面，蚊子的生命周期有三个连续的水生幼年阶段(卵，幼虫，蛹)和成虫蛹阶段[1]。蚊子从卵

到成虫的发育时间(1~2 周)经常用来和成年蚊子的平均寿命比较。蚊子种群的大小受到温度的强烈影响，

并且由于季节变化母蚊子的数量也会相应地变化[15] [16]。因此，考虑蚊子的孵化期(从卵发育到成年蚊

子的幼年阶段的长度)及其对登革热病毒传播的影响是十分重要的。 
基于上述讨论，本文构建了一类具有潜伏期时滞和孵化期时滞的登革热病毒传播动力学模型，讨论

了模型无病平衡点和地方病平衡点的全局渐近稳定性，给出了确定疾病消除或流行的阈值条件。 

2. 模型构建及其基本性质 

本文，我们提出一个研究登革热病毒传播的模型。该模型将人分为易感类、感染类和康复类，分别

用 ( )hS t ， ( )hI t ， ( )hR t 表示，将蚊子分为易感类、感染类，分别用 ( )mS t ， ( )mI t 表示。人和蚊子的总

数分别用 ( ) ( ) ( ) ( )h h h hN t S t I t R t= + + ， ( ) ( ) ( )mm mN t S t I t= + 。取一个 Ricker 型函数，在文献[17]和文献

[18]中就选取过 Ricker 型函数来建模。蚊子的孵化期，即从卵发育成成年蚊子这个过程所需要的平均时

间用常数 2 0τ ≥ 表示，幼蚊的死亡率用 jd 表示。用 ( ) 2
2

j md N
m mr N t e eτ ατ − −− 表示蚊子的出生率函数，其中

每只蚊子的最大蚊卵日产率用 mr 表示；忽略孵化期时滞产卵量最大时蚊子的数量用 1 α 表示。

( )2m mr N t τ− 表示 2τ 单位之前蚊子产卵的个数， 2jde τ−
反映了潜伏期内幼蚊的存活率。即使蚊卵在潜伏期

内存活下来，现时的环境也决定着它们能否转变为成年蚊子，因此在当前时间 Ricker 型出生率函数 mNe α−

含有 mN 。 3he µ τ− ， 1me µ τ− 分别表示感染类人在 3τ 和感染类蚊子在 1τ 的存活率，其中 1τ ， 3τ 分别表示登革

热病毒在蚊子和人体内的潜伏期， hµ ， mµ 分别表示人和蚊子的死亡率。用 hΛ 表示人的补充率，用 a 表

示蚊子的平均叮咬率，用 γ 表示人的康复率，感染类人将病毒传播给易感类蚊子的传播率用 hmβ 表示，感

染类蚊子将病毒传播给易感类人的传播率用 mhβ 表示。由上述假设我们得到下列模型 
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初始条件为 
( ) ( )1 0hI θ φ θ= > ， ( ) ( )2 0mI θ φ θ= > ， 

( ) 00 0h hS S= > ， ( ) 00 0h hR R= ≥ ， ( ) ( )00 0 0m mS S= > ，                  (2) 

其中， ( )iφ θ ， 1, 2i = ， [ ], 0θ τ∈ − ， { }1 2 3max , ,τ τ τ τ= 是正的连续函数。 

模型(1)蚊子的总数满足下列方程： 

( ) ( ) ( ) ( )2
2

d
d

j md N tm
m m m m

N t
r N t e e N t

t
τ ατ µ− −= − − ，                      (3) 
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初始条件为 
( ) ( ) ( )0 0m m mN Sθ φ θ= + > ， [ ], 0θ τ∈ − 。                        (4) 

令 

2

1 ln
j

m
m d

m

rN
e τα µ

∗
 

=   
 

，                                (5) 

由此可知 

m mN N∗ = 是方程(3)的唯一正解，该解存在当前仅当 2jd
m mr e τ µ− > 。定义 

[ ] ( ) ( ){ }{ },0
1 min min 0 ,
2 m m mh S Nθ τ φ θ ∗

∈ −= + 和 [ ] ( ) ( ){ }{ },01 max max 0 ,m m mH S Nθ τ φ θ ∗
∈ −= + + ，则描述(3)的全

局动力学行为的定理如下。 
定理 1：以(4)为初始条件的模型(3)，对任意的 0t ≥ ，解 ( )mN t 是正的且 
1) 若 2jd

m mr e τ µ− > ，则对任意的 0t ≥ ，有 ( )mh N t H< < ，此外，存在一个全局渐近稳定的正解 mN ∗ 。 
2) 若 2jd

m mr e τ µ− ≤ ，则解 ( )mN t 是有界的，平衡点 0mN = 关于初始条件是全局渐近稳定的。 
证：我们利用反证法证明对任意的 0t ≥ ， ( ) 0mN t > 。注意到对任意的 [ ], 0θ τ∈ − ， ( ) 0mN θ > ，假

设存在一个 ˆ 0t > ，使得 ( )ˆ 0mN t = ，对 ˆt t< ， ( ) 0mN t > ，则有
( )ˆd

0
d
mN t
t

≤ 。由(3)可得 

( ) ( ) ( )2 ˆ
2

ˆd ˆ 0
d

j md N tm
m m

N t
r N t e e

t
τ ατ − −= − > ，矛盾。因此对任意的 0t ≥ ， ( ) 0mN t > 。 

下面我们证明情况(i)和(ii)。 
情况(i) 设 2jd

m mr e τ µ− > 。令 [ ] ( ) ( ){ },0max 0m mL Sθ τ φ θ∈ − += ， [ ] ( ) ( ){ },0min 0m ml Sθ τ φ θ∈ −= + ， 0L l> > ，

则有 { }1 min ,
2 mh l N ∗= ， { }1 max , mH L N ∗= + ，我们断言对任意 0t ≥ ， ( )mh N t H< < 。否则存在 0t > ，

使得 ( )mN t H= ，对任意的 t t< ， ( )mN t H< 。又因为 mH N ∗> ，故由(3)得 
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2

d
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d
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由 t 的定义知
( )d

0
d
mN t
t

≥ ，矛盾。因此，对任意的 0t ≥ ， ( )mN t H< 。类似地，我们假设存在 0t >

使得 ( )mN ht = ，对任意的 t t< ， ( )mN t h> ，且有
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0
d
m tN
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。又 mh N ∗≤ ，故再由(3)得 
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N
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t
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 ， 

矛盾。因此，对任意的 0t ≥ ， ( )mh N t H< < 。 
情况(ii) 设 2jd

m mr e τ µ− ≤ 。L 定义如情况(i)，则 ( )mN t L≤ 。假设存在 0t > ，使得 ( )mN t L= ，对任

意的 t t< ， ( )mN t L< 。且
( )d

0
d
mN t
t

≥ 。由(3)得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2d

0
d j j jd d dm L L

m m m m m m m

N t
r N t e e L L r e e L r e

t
τ τ τα ατ µ µ µ− − −− − − <− −= − ≤< ， 

矛盾。因此对任意的 0t ≥ ， ( )mN t L≤ 。 

为了证明 mN ∗ 的全局渐近稳定性，我们记(3)的右边为 ( ) ( )( )2,m mf N t N t τ− 。因为
( ),

0
f x y

y
∂

>
∂

，所以 
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模型(3)产生由定义在 [ ], 0τ− 上的连续函数形成的空间C上的逐点排序的强单调半流[19]。若 2jd
m mr e τ µ− ≤ ，

存在一个平衡点 0mN = 。由定理 2.3.1 [19]知 0mN = 是全局渐近稳定的。若 2jd
m mr e τ µ− > ，则有两个平衡

点 0mN = 和 mN ∗ 。由定理 2.3.2 [19]知，(3)的解收敛于这两个平衡点中的一个。为了排除 0mN = 是吸引子

的可能，我们在 0mN = 处线性化模型并利用定理 A2 [20]，可得到当 2jd
m mr e τ µ− > 时，它是不稳定的。因

此，当 t →∞时， ( )m mN t N ∗→ 。 
模型(1)人的总数满足下列方程： 

( ) ( )d
d
h

h h h
N t

N t
t

µ= Λ − ，                              (6) 

可得 

h
h

h

N
µ

→
Λ

。 

由于模型(1)中的其余四个方程都不含 ( )hR t ，故模型(1)等价于如下极限系统 
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令 ( ) ( ) ( ) ( ){ }4, , , 0 ,0h h m m h h h h m m mS t I t S t I t S I S I Nµ+ ∗Ω = ∈ ≤ + ≤ Λ ≤ + ≤ ∣ ，易证Ω 是模型(7)的正

不变集。 

3. 平衡点的存在性和无病平衡点的局部渐近稳定性 

由文献[21]中的基本再生数的计算方法可得
( )

1 32

0

m h
h m hm mh

h m h

a N e eµ τ µ τµ β β
µ γ µ

− −∗

=
+ Λ

 。 

易得模型(7)当 0 1< 时，存在唯一的无病平衡点： ( )0 , 0, , 0h h mE Nµ ∗= Λ ；当 0 1> 时，除无病平衡

点 0E 外，模型(7)存在唯一的地方病平衡点： ( )* * * * *, , ,h h m mE S I S I= ， 
其中 
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下面得到无病平衡点的局部渐近稳定性。 
定理 2：若 0 1< ，则模型(7)的无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的；若 0 1> ，则该无病平衡点是不
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稳定的。 
证：在 0E 处线性化，令 

( )h h h hS t xµ= Λ + ， ( )h hI t y= ， 

( )m m mS t N x∗= + ， ( )m mI t y= 。 

得到如下线性化模型 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

3

3

1

1

3

3

d
,

d
d

d
d

,
d

d
,

d

,

m

m

h

h

h
h h mh m

h
mh m h h

m h m
m m hm h

h

m h m
hm h m m

h

x t
x t ae y t

t
y t

ae y t y t
t

x t Nx t ae y t
t

y t Nae y t y t
t

µ τ

µ τ

µ τ

µ τ

µ β τ

β τ µ γ

µµ β τ

µβ τ µ

−

−

∗
−

∗
−

= − − −

=









− − +

= − − −





Λ

= − −
Λ

                    (8) 

寻找指数解 
( ) t

h hx t x eλ= ， ( ) t
h hI t y eλ= ， ( ) t

m mx t x eλ= ， ( ) t
m mI t y eλ= ， 

0E 的稳定性取决于特征方程(9)的特征根 

( )

1 1

1 1

3 3

3 3

,

,

,

,

m

m

h

h

h h h mh m

h mh m h h

h m
m m m hm h

h

h m
m hm h m m

h

x x ae y e

y ae y e y

Nx x ae y e

Ny ae y e y

µ τ λτ

µ τ λτ

µ τ λτ

µ τ λτ

λ µ β

λ β µ γ

µλ µ β

µλ β µ

− −

− −

∗
− −

∗
− −

= − −

= − +

= − −
Λ

= −







Λ






                        (9) 

显然， hµ− ， mµ− 是模型(7)的两个负特征根，其余的根由方程(10)决定 

( ) ( ) ( )1 31 32 0m hh m
h m mh hm

h

Na e e e λ τ τµ τ µ τµλ µ γ λ µ β β
∗

− +− −+ + + − =
Λ

。             (10) 

下面证明方程(10)的所有特征根具有负实部 

( ) ( ) ( )h mF λ λ µ γ λ µ= + + + ， 

( ) ( ) ( ) ( )1 3 1 31 32 2
0

m hh m
mh hm m h

h

NG a e e e R eλ τ τ λ τ τµ τ µ τµλ β β µ µ γ
∗

− + − +− −

Λ
== + ， 

则只需证明方程 ( ) ( )F Gλ λ= 的所有特征根具有负实部即可。容易得到 

( ) ( )0 0m hF µ µ γ= + > ， ( ) ( ) 2
00 m hG µ µ γ= +  。 

当 0 1< 时， ( ) ( ) ( ) ( )2
00 0m h m hG Fµ µ γ µ µ γ= + < + = 。而 ( )F λ 关于 λ 单调递增， ( )G λ 关于 λ 单 

调递减。 ( ) ( )0 0F G> ， ( )lim F
λ

λ
→∞

= ∞，则方程(10)的复数根的实部都是非正的，根据 Rouche 定理[22] 

知，若对时滞 1τ ， 3τ ，方程(10)存在纯虚根，则导致稳定性改变。假设方程(10)存在这样的纯虚根

( )0iλ ω ω= > ，我们有 

( ) ( ) ( )2 24 2 2 4 2
01 0m h m hω µ µ γ ω µ µ γ + + + + − + =   。                 (11) 
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令 2y ω= ，则有 

( ) ( ) ( )2 22 2 4 2
01 0m h m hy yµ µ γ µ µ γ + + + + −  
 + +   = 。                 (12) 

易知方程(12)无正根，故不存在满足条件的ω ，使得 iω是方程(10)的解。 
综上，模型(7)的无病平衡点局部渐近稳定。 

4. 无病平衡点的全局吸引性 

下证无病平衡点的全局吸引性。由模型(7)的第一个和第三个方程得 

( ) ( )d
d
h

h h h
S t

S t
t

µ≤ Λ − ，
( ) ( )2d

d
j md Nm

m m m m
S t

r N e e S t
t

τ α µ
∗− −∗≤ −                (13) 

从而有 

( )limsup h
h

t h

S t
µ→∞

Λ
≤ ， ( )

2

imsupl
j md N

m m
m

t m

r N e eS t
τ α

µ

∗− −∗

→∞
≤ 。                 (14) 

由模型(7)和(14)得 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

d
d

mh
mh m h h

I t
ae I t I t

t
µ τ β τ µ γ−≤ − − + ，                    (15) 

( ) ( ) ( )
2

3
3

d
d

j m
h

d N
m m m

hm h h m m
m h

I t r N e eae I t I t
t

τ α
µ τ β µ τ µ

µ

∗− −∗
−= − −

Λ
， 

由方程(15)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
10

0 dh hm
tt t s

h h mh mI t e I ae I s e sµ γ µ γµ τ β τ− + − + −−≤ + −∫ ， 

从而有 

( ) ( )( ) ( )

( )

1

1

0
sup lilim lim

li

m d sup

1 supm

hm

m

t t s
h mh mtt t

mh m
th

I t ae e s I t

ae I t

µ γµ τ

µ τ

β

β
µ γ

− + −−

→∞→∞

−

≤

≤
+

∫
，               (16) 

同理可得 

( ) ( ) ( )
2

3
0

lim lsup lim pid msu
j m

mh

d N
t t sm m

m hm h htt tm h

r N e eI t ae e s I t
τ α

µµ τ β µ
µ

∗− −∗
− −−

→∞→∞
≤

Λ ∫ 。         (17) 

由(16)和(17)得 

( ) ( )

( )

( )

1

2
1 3

2

2
0

lim lim

lim

1sup sup

1 sup

sli upm

m

j m
m h

h mh m
t th

d N
m m

mh hm h h
th m h

h
t

I t ae I t

r N e eae ae I t

I t

µ τ

τ α
µ τ µ τ

β
µ γ

β β µ
µ γ µ

∗

−

→∞

− −∗
− −

≤
+

≤
+ Λ

=

。 

当 0 1< 时， ( )hI t 有界，故有 

( ) 0im supl h
t

I t = ， 
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用同样的方法可证 

( ) 0im supl m
t

I t = ， 

再由定理 2 无病平衡点的局部稳定性可知 0E 是全局渐近稳定的。 

5. 地方病平衡点的全局渐近稳定性 

下面证明地方病全局渐近稳定性 
定理 3：若 0 1> ，则模型(7)的地方病平衡点 ( )* * * * *, , ,h h m mE S I S I= 是全局渐近稳定的。 
证：在 *E 处线性化，令 

( )h h hS t S x∗= + ， ( )h h hI t I y∗= + ， ( )m m mS t S x∗= + ， ( )m m mI t I y∗= + ， 

得到如下线性化系统 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1 1

1 1

3 3

3

1

1

3

d
,

d

d
d

,

d
,

d

d
d

m m

m m

h h

h

h h h h m
mh m mh h h

h h

h h h h m
mh m mh h h h

h h

m h m h h
hm h hm m m

h h

m h
hm

x t S Iae y t ae x
t

y t S Iae y t ae x y
t

x t S Iae y t ae x
t

y t Sae
t

µ τ µ τ

µ τ µ τ

µ τ µ τ

µ τ

µ µβ τ β µ

µ µβ τ β µ γ

µ µβ τ β µ

µβ

∗ ∗
− −

∗ ∗
− −

∗ ∗
− −

−

= − − − +
Λ Λ

= − + − +
Λ Λ

= − − − +
Λ

 
 
 

 
 
 Λ

= ( ) 3
3 ,hm h h

h hm m m m
h h

Iy t ae x yµ τ µτ β µ
∗ ∗

−















− + −
Λ Λ

            (18) 

寻找指数解 

( ) t
h hx t x eλ= ， ( ) t

h hI t y eλ= ， ( ) t
m mx t x eλ= ， ( ) t

m mI t y eλ= ， 

*E 的稳定性取决于特征方程(19)的特征根 

( )

1 11

1 11

3 3 3

3

,

,

,m m

m m

h h

h

h h h m
h mh m mh h h

h h

h h h m
h mh m mh h h h

h h

h m h h
m hm h hm m m

h h

h m
m hm h

h

S Ix ae y e ae x

S Iy ae y e ae x y

S Ix ae y e ae x

Sy ae y e

µ τ µ τλτ

µ τ µ τλτ

µ τ λτ µ τ

µ τ λ

µ µλ β β µ

µ µλ β β µ γ

µ µλ β β µ

µλ β

∗ ∗
− −−

∗ ∗
− −−

∗ ∗
− − −

∗
− −

 
= − − + Λ Λ 

= + − +
Λ Λ

 
= − − + Λ Λ 

=
Λ

3 3 ,h h h
hm m m m

h

Iae x yτ µ τ µβ µ
∗

−















+ −
Λ

              (19) 

显然， mµ− 是模型(7)的一个负特征根，其余的特征根由方程(20)决定 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 0h m h hB D AC e λ τ τλ µ λ µ λ µ γ λ µ − ++ + + + + + − + = ，             (20) 

其中 

1m h h
mh

h

SA ae µ τ µβ
∗

−=
Λ

， 1m h m
mh

h

IB ae µ τ µβ
∗

−=
Λ

， 

3h h m
hm

h

SC ae µ τ µβ
∗

−=
Λ

， 3h h h
hm

h

ID ae µ τ µβ
∗

−=
Λ

。 
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下面证明方程(20)的所有特征根具有负实部。 
令 

( ) ( ) ( ) ( )h m hF B Dλ λ µ λ µ λ µ γ= + + + + + + ， ( ) ( ) ( )1 3
hG AC e λ τ τλ λ µ − += + 。 

故只需证明方程 ( ) ( )F Gλ λ= 的所有特征根具有负实部即可。 
容易得到 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )3

1 3

1 3
2

2
2

h

m h

m h

m h m h
h

h h
m hm h m h

h

h h
mh h m hm m h

h h

h m

m
h

hm h m
h

h

F
D D

Iae

ae S I ae S I

I I

a e e S S

µ τ

µ τ µ τ

µ τ µ τ

λ
λ µ λ µ γ µ µ γ

λ µ

µµ β µ γ µ µ γ

µ µβ β

µβ β

∗
−

− −∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

− − ∗ ∗

≥ + + + + ≥ + +
+

 
= + + > + Λ 

Λ Λ
=

=
Λ

， 

( )
( )

( )1 3 1 3
2

2
2 m h

mh hm h
h

h
m

h

G
ACe AC a e e S Sλ τ τ µ τ µ τλ µβ β

λ µ
− + − − ∗ ∗= ≤ =

+ Λ
， 

矛盾。根据 Rouche 定理[22]，方程(20)不可能存在具有非负实部的特征根。 
因此，当 0 1> 时，模型(7)的地方病平衡点是局部渐近稳定的。 
下证地方病平衡点的全局渐近稳定性 
构造 Lyapunov 泛函： 

( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , , ,h h m m h h m m h h m mV S I S I V S I S I V S I S I= + ， 

其中 

( )
1 1

*

1 1 2 5
* * *

1, , ,
m m

h
h h m m

h h
mh m mh h m

h h

IV S I S I h h h
ae I ae S Iµ τ µ τµ µβ β− −

= + +

Λ Λ

， 

( )
3 3

*

2 3 4 6
* * *

1, , ,
h h

m
h h m m

h h
hm h hm m h

h h

IV S I S I h h h
ae I ae S Iµ τ µ τµ µβ β− −

= + +

Λ Λ

， 

而 

( ) ( )
1 * *1 lnh h

h h

S t S t
h

S S
= − − ，

( ) ( )
2 * *1 lnh h

h h

I t I t
h

I I
= − − ， 

( ) ( )
3 * *1 lnm m

m m

S t S t
h

S S
= − − ，

( ) ( )
4 * *1 lnm m

m m

I t I t
h

I I
= − − ， 

( ) ( )
1

5 * *1 ln d
t m m
t

m m

I I
h

I Iτ

η η
η

−

 
= − − 

 
∫ ，

( ) ( )
3

6 * *1 ln d
t h h
t

h h

I I
h

I Iτ

η η
η

−

 
= − − 

 
∫ 。 

则有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1

* *
1 1

* *

*
1* * *

*

* *
*

* *

d d1 11 1
d d

11

m

m m

h h mh h
h mh h h h

h h hh h

h mh h
mh h m h h mh h h h

h h hh

h h h h
h h h

h h h h

h t S t S t I tS S ae S t
t S t SS S

S t I tS ae S I S ae S t
S S

S S S S
S S ae

S S S S

µ τ

µ τ µ τ

τ
β µ µ

τµβ µ β µ µ

µ

−

− −

−     
= − = − Λ − −     Λ     

−   
= − + − −   Λ Λ   

− −
= − + ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

* *
1

2* *
1 1*

* * * *1

m

m

h
mh h m h m

h

h h h m h mh h
mh m

h hh h m h m

S I S t I t

S S I t S I tSae I
SS S I S I

µ τ

µ τ

µβ τ

µ τ τµβ

−

−

  − −
Λ

− − −
= − + − − +

Λ



 
 
 

， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

* *
2 1

* *

d d
d d

mh h h hh h m
mh h h h

hh h h h

I I I Ih t I t S t I t
ae I t

t tI I I I
µ τ τ

β µ µ γ−
− − − 

= = − + Λ 
， 

( ) ( ) ( ) ( )
3

2* *
3 33 *

* * * *

d
1

d
hm m m h m hh m

hm h
h mm m h m h

S S I t S I th t Sae I
t SS S I S I

µ τ
µ τ τµβ−

−  − −
= − + − − + Λ  

， 

( ) ( ) ( )3 3
3 3

4
* *

d
d

h hh h
hm m h hm m h

h h m m
m

mm m

ae S I t ae S I t
h t I

t II I

µ τ µ τµ µβ τ β τ
µ µ

− −− −
Λ Λ

= − − + ， 

( ) ( ) ( )5 1 1
* * * *

d
ln ln

d
m mm m

m m m m

h t I t I tI I
t I I I I

τ τ− −
= − − + ， 

( ) ( ) ( )3 36
* * * *

d
ln ln

d
h hh h

h h h h

I t I th t I I
t I I I I

τ τ− −
= − − + 。 

从而 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

1

2* *
1 1 1

* * *
* *

*
1 1

* * * *
* *

*
1 1

* * * *
* *

d
1

d

ln ln

m

m

m

h h h m h mh

h h m h m
mh m h h

h

h hh m h m h

hh m h m h
mh h m

h

h h m mm m

h m m m m
mh h m

h

S SV t I t S I tS
t S I S Iae I S S

IS I t S I t I
S I S I Iae S I

I I t I tI I
I I I Iae S I

µ τ

µ τ

µ τ

µ τ τ
µβ

µ γτ τ
µβ

µ γ τ τ
µβ

−

−

−

− − −
= − + − − +

Λ

+− −
+ − −

Λ

+ − −
+ + − − +

Λ

， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3

3

3

2* *
3 32

* * *
* *

*
3 3

* * * *
* *

*
3 3

* * * *
* *

d
1

d

ln ln

h

h

h

m m m h m hm

h m h m h
hm h m m

h

m h m h mm m

hm h m h m
hm m h

h

h hm m h h

h h h h h
hm m h

h

S S I t S I tV t S
t S I S Iae I S S

S I t S I t II
S I S I Iae S I

I t I tI I I
I I I Iae S I

µ τ

µ τ

µ τ

µ τ τ
µβ

τ τµ
µβ

τ τµ
µβ

−

−

−

− − −
= − + − − +

Λ

− −
+ − −

Λ

− −
+ + − − +

Λ
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故 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 3

2 2* ***
1

* * *
* * * *

**
3 31

* * * * * * *

d
1 1

d

1 1 ln ln ln ln

m h

h h h m m mh m hh h

h hh h h m h
mh m h h hm h m m

h h

m h m hmm m m h

m m h m m m m h h

S S S SV t S I t IS I
t S I S I Iae I S S ae I S S

S I t I I tI tS I I I
S S I I I I I I I

µ τ µ τ

µ µτ
µ µβ β

τ ττ

− −

− −−
= − + − − − + −

Λ Λ

− −−
+ − − − + − + − +

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 3

1

2 2* ***
1

* * *
* * * *

**
3 31

* * * * * * *

2*

1 1

1 1 ln ln ln ln

m h

m

h h h m m mh m hh h

h hh h h m h
mh m h h hm h m m

h h

m h m hmm m m h

m m h m m m m h h

h h h

h
mh

S S S SS I t IS I
S I S I Iae I S S ae I S S

S I t I I tI tS I I I
S S I I I I I I I

S S

ae

µ τ µ τ

µ τ

µ µτ
µ µ

β β

τ ττ

µ
µ

β

− −

−

− −−
= − + − − − + −

Λ Λ

− −−
+ − − − + − + − +

−
= −

( ) ( )

( ) ( ) ( )

3

2* ** *
1

* *
* * * *

* ** * *
3 31

* * * * * *

1 ln 1

ln 1 ln 1 ln

0

h

m m m h m hh h

h h h h m h
m h h hm h m m

h h

m h m m h mh m h m m

m mh m h m h m m h m

S S S I t IS S
S S S I II S S ae I S S

S I t I S I t IS I t I S S
S SS I I S I I S I I
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   (21) 

令 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }, , , 0h h m mS t I t S t I t X V t′Ω = ∈ =∣ 。 

需证Ω 中最大不变集是{ }*E 。由
( )d

0
d
hS t
t

= ，有 

( ) ( ) ( ) ( )
1 11 1* * 0m mh m m

h mh h h h h h mh h h h
h h

S t I t I t
ae S t ae S Sµ τ µ ττ τ

β µ µ β µ µ− −− −
Λ − − = Λ − − =

Λ Λ
， 

解上式得 

( )
1

1 1

* *
*

*
1

* *

m

m m

h
mh h m

h h h h
m m

h h
mh h mh h

h h

ae S I
u SI t I

ae S ae S

µ τ

µ τ µ τ

µβ
τ µ µβ β

−

− −

Λ − Λ
− = = =

Λ Λ

。 

同理可得 

( ) *
3h hI t Iτ− =  

由(21)知，当 ( ) 0V t′ = 时， *
h hS S= ， *

m mS S= 。由拉萨尔不变原理知 
地方病平衡点 ( )* * * * *, , ,h h m mE S I S I= 是全局渐近稳定的。 
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