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Abstract 
In this paper, we mainly discuss the PMHSS iterative method for solving complex symmetric linear 
systems. The MPMHSS iteration method is obtained by introducing momentum term acceleration 
to this method. We analyze the convergence of MPMHSS iterative method, give the condition of 
convergence, and obtain the optimal parameter which can make the method convergent at the 
fastest speed. Numerical experiments show that the method is effective. 
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摘  要 

本文主要讨论求解复对称线性系统的PMHSS迭代法，对该方法引入动量项加速后，得到了MPMHSS迭代

法。我们对MPMHSS迭代法进行收敛性分析，给出了收敛性条件，并得到了使该方法收敛速度达到最快
的最优参数。数值实验进一步表明该方法的有效性。 
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1. 引言 

复对称线性系统问题为 Ax b= ， n nA C ×∈ ， x ， nb C∈                                (1) 

其中 n nA C ×∈ 是一个形式为 A W iT= + 的复对称矩阵，W 和T 分别是实对称正定阵和实对称半正定阵，

1i = − 为虚数单位。事实上，如果令 x y iz= + 且 b p iq= + ，复对称线性系统(1)可以转变为实的块线性

系统： 

W T y p
C g

T W z q
−    

Κ ≡ = ≡    
    

， 2 2n nC R ×∈ ， 2ng R∈ ， , , , ny z p q R∈                (2) 

这一类复对称线性系统广泛用于解决科学计算和工程应用领域的问题，如计算流体力学[1]等。为了

有效地解决复对称线性系统(1)和(2)，文章[2]通过添加预处理子提出 PMHSS 迭代法，从而提高 MHSS 迭

代法的收敛速率。由于复对称线性系统(2)可以被视为一种特殊的鞍点问题，因此本文结合文献[3]提出的

动量项加速求解鞍点问题的想法，构造带动量项加速的 PMHSS 迭代法(MPMHSS)，以此更有效地求解复

对称线性系统问题(2)。 

2. MPMHSS 迭代法 

首先将文章[2]提出的 PMHSS 迭代法转化为块实值形式，然后使用类似于[3]中的动量项加速求解鞍

点问题的方法，建立 MPMHSS 迭代法。 
算法 1 (PMHSS 迭代法)：令 ( )0 nx C∈ 是一个任意的初始向量，α 是被给定的正参数。对于 0,1,2k = ，

根据下面的步骤计算迭代 1kx + ，直到迭代序列 ( ){ }
0

kx
∞
收敛： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2

1
1 2

k
k

kk

V W x V iT x b

V T x V iW x b

α α

α α

 + 
 

 + +  


 + = − +



+ = + −

， 

其中， n nV R ×∈ 是一个给定的对称正定阵。 
根据文章[4]可知，PMHSS 迭代法对于(2)中的系数矩阵C 而言，其预处理子为 

( )01 11
0 2

W T W T W T
M Q

W T W T W T
α α αα

αα α α α
+ + − +   + = + =     + + +     

，其中
1
2

I I
Q

I I
− 

=  
 

 

通过对系数矩阵C 分裂如下C M N= − ，可知 PMHSS 迭代的迭代矩阵为 1 1H M N I M C− −= = − 。通

过详细计算可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1

1 1

1

1
  

W T W T W T T W
H I M C

W T W T W T W T

α α αα α
α

α α

− −

−

− −

  + + + −   = − = 
+  + − + +

 

其中 , ,V T V W W Tα α α+ + + 都为对称正定阵。注意到 PMHSS 迭代法可写为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11

11

1
1

1
1

k k k

k k k

y W T W T y T W z p q

z W T W T y W T z p q

α
α α

α α

α
α α

α α

−+

−+

   = + + + − + +   +    


   = + − + + − +   +   

 

下面我们对算法 1 添加动量项加速，得到如下算法 2： 

算法 2 (MPMHSS 迭代法)：令 ( ) ( )( )0 0 2,
T T T

ny z R∈ 是一个任意的初始向量，其中 ( ) ( )0 0,n ny R z R∈ ∈ ，µ

为动量项参数，α 是给定的正参数， ( )T⋅ 定义了一个向量或矩阵的转置。 

对于 0k = 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 0 0

11 0 0

1
1

1
1

y W T W T y T W z p q

z W T W T y W T z p q

α
α α

α α

α
α α

α α

−

−

   = + + + − + +   +    


   = + − + + − +   +   

 

对于 1,2k = 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

11 1

11 1

1
1

1
1

k k k k k

k k k k k

y W T W T y T W z p q y y

z W T W T y W T z p q z z

α
α α µ

α α

α
α α µ

α α

−+ −

−+ −

   = + + + − + + + −   +    


   = + − + + − + + −   +   

 

若令 ( ) ( ) ( )( ),
T T T

k k ky zΚ = ，则算法 2 按如下格式计算 ( )1k+Κ ： 
( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 11 0k k k kH M b kµ+ −−Κ = Κ + + Κ −Κ >                         (3) 

因此，算法 2 也可以写为： 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1 0 -1

1 11 1, 2k k k k

H M g

H M g kµ+ −−

Κ = Κ +

Κ = Κ + + Κ −Κ = 

                     (4) 

令
C M M

I I
µ µ− 

Φ =  − 
，

0
0
M

I
 

Ψ =  
 

， ( )
( )

( )1

k
k

k
ξ

−

 Κ
=   Κ 

，
0
g

F  
=  
 

，则易知线性系统(2)等价于 

0
C M M g

F
I I
µ µ

ξ
− Κ    

Φ = ⇔ =    − Κ    
                          (5) 

其中 M 是算法 1 的预处理子。 
对于线性系统(5)，对系数矩阵Φ 进行分裂： ( )Φ = Ψ − Ψ −Φ ，则算法 2 对应的迭代矩阵为 

1
1 0

0 0
M C M M I H I

I I
I I I I

µ µ µ µ−
− − + −     

Γ = −Ψ Φ = − =     −     
               (6) 

从而(4)也可以被写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 0 1 1 2-1

1

, ,

,    1, 2 ,

T T

k k

H M g

r k

ξ

ξ ξ+

Κ = Κ + = Κ Κ

 = Γ + = 

，其中
1

0
M g

r
− 

=  
 

                (7) 
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由于线性系统(2)等价于线性系统(5)，因此Φ 是非奇异阵当且仅当C 是非奇异阵，而且我们可以通过

(7)注意到 MPMHSS 迭代收敛的充要条件是谱半径 ( ) 1ρ Γ < 。 

3. MPMHSS 迭代法的收敛性分析 

本节主要讨论 MPMHSS 迭代法收敛的收敛理论和使迭代矩阵的谱半径最小的最优参数 optα 和 optµ ，

文中 ( )σ ⋅ 为谱集。 
引理 1 [5]：二次方程 2 0x dx c− + = 的两根的模都小于 1 的充要条件是 1c < 和

21d dc c− < − ，其中

d 是 d 的共轭数。 
引理 2 [3]：对于 PMHSS 迭代法的迭代阵 H 和 MPMHSS 迭代法的迭代阵 Γ， 
1) 若 0µ = ，则 H 的特征根和 Γ的特征根的关系是： ( ) ( ) { }0Hσ σΓ = ∪ ； 

2) 若 0µ ≠ ，则对任意的 ( )Hε σ∈ ，都有 ( )λ σ∈ Γ ，使 ( )2 0λ µ ε λ µ− + + =                  (8) 

相反地，对于任意的 ( )λ σ∈ Γ ，都存在 ( )Hε σ∈ ，使得 ( )2 0λ µ ε λ µ− + + = 成立。 
从引理 2 中，我们可以看出 Γ是非奇异阵当且仅当 0µ ≠ 。 
当取定 PMHSS 方法的最优参数(见文献[2]) optα 后，下述定理给出了最小化的最优动量项参数。 
定理 3：W 是对称正定阵，T 是对称半正定阵。对于 MSBTS 迭代法， ( ) 1ρ Γ < 成立的充要条件是迭

代阵 H 的特征值 ( ),a ib a b Rε = + ∈ 满足点 ( ),a b 位于椭圆内部： 

( )
( ) ( )

2 2

2 2 1, 1 1
1 1

x yµ
µ

µ µ

+
+ = − < <

+ −
                            (9) 

此外，当取定 PMHSS 方法的最优参数 min maxoptα η η= ， minη 和 maxη 分别是 1V W− 的最小特征值和最

大特征值时，若 H 的所有特征值满足 ( )1 23 1 2s s nε ε ε− < ≤ ≤ ≤ < ≤ ，那么最小化 ( )ρ Γ 的最优动量项参

数为 ( ) ( ){ }2 2

1max 1 1 , 1 1opt sµ ε ε= − − − − ，且 ( )min optµ
ρ µΓ = 。 

证明：由引理 1 和引理 2 可知，令 d µ ε= + ， c µ= ，则 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2

2 2
2 21 1 1 1, 1 1

1 1

a bd dc c
µ

ρ µ ε µ µ ε µ µ
µ µ

+
Γ < ⇔ − < − ⇔ + − + < − ⇔ + = − < <

+ −
 

此外，由引理 1 可知 ( )
1 1

1
31

µ ε
ρ

εµ ε µ

 < <Γ < ⇔ ⇔  > −+ < + 
，则 H 的所有特征值满足 ( )3,1ε ∈ − 。 

接下来证明最优动量项为 ( ) ( ){ }2 2

1max 1 1 , 1 1opt sµ ε ε= − − − − ，且 ( )min optµ
ρ µΓ = 。 

由引理 2 可知，迭代阵 Γ的特征值是： 

( )2

1

4

2
j j

j

µ ε µ ε µ
λ

+ + + −
= ，

( )2

2

4

2
j j

j

µ ε µ ε µ
λ

+ − + −
=  

其中 1 1, 1,2, ,j sµ− < < =  。 

1) 当 1 1µ− < < 且 ( )2
4 0jµ ε µ+ − ≤ 时 ( )2

1 1 1jε µ− − ≤ < ，则 { }1 2max ,j jλ λ µ= 。 

2) 当 1 1µ− < < 且 ( )2
4 0jµ ε µ+ − > 时， ( )2

1 1 1 jµ ε− < < − − 且 1jλ 和 2jλ 是两个不同实根。 

定义：当 0jµ ε+ > 时， ( )
( )2

1 1 1

4
:

2
j j

j j jf f
µ ε µ ε µ

µ λ
+ + + −

= = = ； 
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当 0jµ ε+ < 时， ( )
( ) ( )2

2 2 2

4
:

2
j j

j j jf f
µ ε µ ε µ

µ λ
− + + + −

= = = − 。 

容易看出： 

( ) ( ) ( )2
1

1 4
2j j jf µ µ ε µ ε µ µ = + + + − >  

， ( ) ( ) ( )2
2

1 4
2j j jf µ µ ε µ ε µ µ = − + + + − >  

 

由于
( ) ( ) ( )

( )

2

1

2

4 2d
0

d 2 4

j jj

j

f µ ε µ µ εµ
µ µ ε µ

+ − + + −
= <

+ −
，

( )

( )
2

2

d 21 1 0
d 2 4

j j

j

f µ µ ε
µ µ ε µ

 
− − = − − < 

 + − 

 

所以 ( )1jf µ 和 ( )2jf µ 都关于 µ 单调递减 ( )1, 2, ,j s=  。因此为使 ( )ρ Γ 最小化，动量项参数 µ 应最

大化。 

定义： ( )
0, 1 0

, 0 1
l

µ
µ

µ µ

− < <= 
≤ <

，因此对于任意的 µ ，有 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 12max , ,sl f fρ µ µ µΓ = 。 

当 0µ = 时， 

( ) ( )
( )

2

1

00
0

0 02
s ss s

s
s

f
ε εε ε

ε
 >+ − = =  ≤

， ( )
( )
( )

2
1 11 1

12
1

00
0

2 0 0
f

ε εε ε
ε

− <− + − = = 
≥

 

可以看出 ( )1 0sf 和 ( )12 0f 都是非负的，因此我们可以得到 ( ) ( ){ }1 12max 0 , 0 0sf f ≥ 。 
由 ( )1sf µ 和 ( )12f µ 关于 µ 单调递减， ( )l µ 关于 µ 单调递增， ( ) ( ){ }1 12max 0 , 0 0sf f ≥ 且 ( )0 0l = 可知：

最优动量项参数 [ )0,1optµ ∈ ，且 ( ) ( ){ }1 12max ,sf fµ µ µ= 。 
接下来分别求解 ( )1sf µ µ= 和 ( )12f µ µ= ，可得 ( )2

1 1 sµ ε= ± − 和 ( )2

11 1µ ε= ± − 。又因

( ) ( )
2

1 1 1 1, 2, ,j j sε+ − > =  与 1 1µ− < < 矛盾，因此 

( ) ( ){ }2 2

1max 1 1 , 1 1opt sµ ε ε= − − − − ， ( )min optµ
ρ µΓ =  

4. 数值实验 

这一节，我们通过数值实验来说明 MPMHSS 迭代法求解复对称线性系统的有效性。所有数值实验将

利用 Matlab 解决，在 Intel (R) Celeron (R) CPU N3060@1.60GHz，内存为 4.0 GB 的个人电脑上进行。在

下面的实验中，取零向量 ( ) ( )( )0 0,
TT Ty z 为初始向量，选择右端向量 ( ),T T n np q R +∈ 使线性系统的精确解

为 ( ) ( )( ),
TT T n ny z R∗ ∗ +∈ 。其中 IT 表示迭代步数，CPU 表示运行时间，RES 表示残差比，停机准则为 

( )
62

2

10
kb Ax

RES
b

−
−

= ≤  

算例 1 [2]：复对称线性系统(1)的形式为 

3 3 3 3K I i K I x b
τ τ

   − +
+ + + =      

   
                         (10) 

其中τ 为时间步长，K 是五点中心差分阵，近似于负的拉普拉斯算符 L = −∆，并且是在方形域 [ ] [ ]0,1 0,1×

内，基于均匀网格 m m× 的细分， ( ) 11h m −= + 。(10)中的矩阵 n nK R ×∈ 拥有张量积形式 m mK I V V I= ⊗ + ⊗ ，

其中 ( )2 1, 2, 1 m m
mV h tridiag R− ×= − − ∈ 且 2n m= 。 

在实验中，我们令 hτ = ，并在等式两边同时乘 2h 正规化系数矩阵和右端向量，详细请参考[6]。 
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Table 1. Results of optimal parameters and optimal convergence factors for MPMHSS iterative method and PMHSS itera-
tive method 
表 1. MPMHSS 迭代法与 PMHSS 迭代法对应的最优参数与最优收敛因子的结果 

迭代法 m m×  8 8×  16 16×  32 32×  64 64×  

PMHSS 

optα  0.4029 0.3795 0.3589 0.3438 

IT 32 33 34 35 

CPU 0.0604 0.5637 13.3296 422.7802 

RES (e−7) 6.5594 8.5023 8.5826 9.2327 

MPMHSS 

optα  0.4029 0.3795 0.3589 0.3438 

optµ  0.0524 0.0469 0.0473 0.0473 

IT 28 30 31 31 

CPU 0.0239 0.1154 1.9316 30.0267 

RES (e−7) 7.9096 8.1575 8.6728 9.6342 

GMRES (20) 
IT 178 444 939 1638 

RES (e−7) 9.6000 9.8000 1.0000 9.9000 

 
通过对 m的不同取值，我们得到了不同大小的系数矩阵。在表 1 中，我们列出了 PMHSS 迭代法和

MPMHSS 迭代法分别对应的最优参数、IT、CPU 和残差比(RES)。通过比较表 1 中的结果，可以看出

MPMHSS 迭代法的迭代步数和 CPU 消耗都比 PMHSS 迭代的小，因此 MPMHSS 迭代的收敛速度更快，

对求解复对称线性系统更有效。 
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