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Abstract 
In this paper, we study the existence of periodic and asymptotically periodic solutions for a 
coupled nonlinear Volterra integro-differential equation with impulses. By using Schauder’s fixed 
point theorem, we obtain that the system has at least one periodic solution and an asymptotically 
periodic solution. 
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摘  要 

该文研究了具有脉冲的非线性耦合积分—微分系统的周期性。利用Schauder不动点定理，证明了具有脉
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冲的非线性耦合积分—微分系统至少存在一个周期解和一个渐近周期解，我们的结果推广和改进了相关

文献的结果。 
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1. 引言 

脉冲效应指在一定时间内状态突然发生改变，脉冲微分方程广泛应用于种群生物学，医学，工程，

化学等领域[1] [2] [3] [4] [5]。耦合积分-微分方程也广泛应用于生物和环境科学的许多领域。该文中，我

们研究一类具有脉冲的非线性耦合积分-微分方程周期解和渐近周期解的存在性。 
在文献[6] [7] [8] [9]中，作者研究了 Volterra 积分–微分方程线性系统渐近周期解的存在性。在文献

[10]中，作者考虑了无脉冲时周期解和渐近周期解的存在性，该文改进了文献[10]中的一些条件，进而得

到周期解和渐近周期解的存在性结果。 
该文考虑下面的耦合 Volterra 脉冲微分方程 
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其中 a，b，f，g， , , 1, 2i ih p i = ， , ,k kI J k N +∈ 是连续函数。 

假设存在一个正常数 0T > ，使得对 ,t s R∀ ∈ 有 
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且存在常数 0q > ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,k q k k q k k q kt t T I I J J k N +
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此外，假设 
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那么， TP 是 Banach 空间。 
引理 1.1 假设(1.2)~(1.4)成立，如果 ( ), Tx y P∈ ，那么 ( )x t 和 ( )y t 是(1.1)的一个周期解当且仅当 
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证明：设 ( ), Tx y P∈ 是(1.1)的解，对(1.1)的第一个方程从 [ ]0, t 积分得 
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同理可证， 
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反之亦然，因此，引理 1.1 得证。 

2. 周期解 

定理 2.1 (Schuder 不动点定理)设 X 是 Banach 空间，K 是 X 中有界闭凸子集。如果 :T K K→ 是全连

续的，则 T 在 K 中有一个不动点。 
本文给出以下假设。 
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设 ( ) ( ) ( ){ }, : , , ,M Tx y x y P x y MΩ = ∈ ≤ 是 TP 的子集，则 MΩ 是 TP 中的有界闭子集。 
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定理 2.2 假设(1.2)~(1.4)，(2.1)~(2.4)成立，且 

1 1 2 21, 1L L L L∗ ∗+ < + <                                 (2.5) 

则(1.1)至少有一个 T-周期解。 
证明：若 ( ) ( ),x t y t 是(1.1)的周期解，由引理 1.1 可知， ( )( ) ( )( ), ,F x y t T F x y t+ = 。设 

1 1 2 2

1 1 2 2

max ,
1 1

N M N MM
L L L L∗ ∗

 
=  

− − − − 
 

对于 ( ) [ ], , 0,Mx y t T∈Ω ∈ 有 
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所以， ( )M MF Ω ⊆ Ω 。 

下证 F 连续。取 MΩ 中的一个序列 ( ){ },n nx y ，且 
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是拟等度连续的。由 Arzela-Ascoli’s 定理， ( )MF Ω 是列紧的。综上，F 是全连续的。 

由定理 2.1 可知，F 在 MΩ 中有一个不动点，即存在 ( ), Mx y ∈Ω ，使得 ( ) ( ), ,x y F x y= 。由引理 1.1
可知，(1.1)有一个 T-周期解。 

定理 2.3 假设(1.2)~(1.4)，(2.3)~(2.5)成立，且存在连续函数 ,G W ，及正常数 1 2,Q Q 使得 
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类似地， 
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其余的证明类似定理 2.2 的证明。 
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3. 渐近周期解 

定义 3.1 一个函数 ( )x t 称为渐近 T-周期的，如果存在两个函数 ( )1x t 和 ( )2x t ，使得 

( ) ( ) ( )1 2x t x t x t= + ，其中 ( )1x t 是 T-周期的， ( )2lim 0
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定理 3.1 假设(2.4)，(3.1)~(3.5)成立，存在正常数 1 2,Q Q ，使得 

( ) ( )1 2, , ,f x y Q y g x y Q x≤ ≤  

且 
1 1

3 1 1 1 1 1 1 5
1 1

4 2 2 2 2 2 2 6

1 0,

1 0

M M m M m AQ M M

M M m M m BQ M M

∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗

∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗

− − − >

− − − >
 

则系统(1.1)有渐近 T-周期解 ( ),x y ，满足 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2,x t x t x t y t y t y t= + = +  

其中， 

( )
( )

( )
( )1 1

0 0
d d

1 1 1 2e , e ,
t t
h s s p s s

x t c y t c t R
∫ ∫

= = ∈  

1 2,c c 为固定的非零常数， 

( ) ( )2 2lim lim 0
t t

x t y t
→∞ →∞

= = . 

证明：定义
( ) ( )( ) ( )( ){
( )( ) ( ) }

1 2 1 2 1 1 1 1

2 2

, : , , , , ,

, 0,0 ,
TH t T t

t t

ϕ ψ ϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ

= = + = + + =

→ →∞
。定义范数 

( )
[ ]

( )
[ ]

( ){ }0, 0,
, max max , max

t T t T
x y x t y t

∈ ∈
=  

则 TH 是一个 Banach 空间。记 ( ) ( ) ( ){ }*
*, : , , ,TM

x y x y H x y MΩ = ∈ ≤ ，则 *M
Ω 是 TH 中的有界闭凸
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子集。 
对 ( ) *,

M
x y ∈Ω ，定义算子 *: TM

E HΩ →  

( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 2, ,E x y t E y t E x t=  

其中 

( )( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

1 1
0 01

0

1 1
0 0

1

1

d d
d

1 2
d d

d

e ee d , , d d

e e

e

t t
t

s s

t

tk

k

h l l h l l
sh s s

h l l h l lt t

h s s

k k
t t

E y t

c h s y s s a s u f x u y u u s

I x t

∞ ∞

−∞

< <∞

∫ ∫
∫

∫ ∫

∫

= − −

−

∫ ∫ ∫

∑

 

( )( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

1 1
0 01

0

1 1
0 0

1

2

d d
d

2 2
d d

d

e ee d , , d d

e e

e

t t
t

s s

t

tk

k

p l l p l l
sp s s

p l l p l lt t

p s s

k k
t t

E x t

c p s x s s b s u g x u y u u s

J y t

∞ ∞

−∞

< <∞

∫ ∫
∫

∫ ∫

∫

= − −

−

∫ ∫ ∫

∑

 

下证映射 E 在 *M
Ω 中有一个不动点。由(3.5)可知，存在正常数 5 6,M M∗ ∗ 使得 

5 6
1 1

,k k
k k

b M c M
∞ ∞

∗ ∗

= =

≤ ≤∑ ∑  

设 

* 1 1 2 2
1 1 1 1

3 1 1 1 1 1 1 5 4 2 2 2 2 2 2 6

,
1 1

c M c MM
M M m M m AQ M M M M m M m BQ M M

∗ ∗

∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗

  =  
− − − − − −  

 

( )( )
( )

( )
( )

( )( )

( )

1
0

1

1 1

d
* 1 1

3 1 1 1 1 1

* 1 1 *
3 1 1 1 1 1 1

0

* 1 1 * *
3 1 1 1 1 1 1 5

e

, d d e

, d d

t

t

tk

k

k

h s ds

h s ss

k k
t tt

s

k
t t

E y t c

M M M m M m Q a s u x u s I x t

M M M m M m Q x a s u u s b M M

M M M m M m AQ M M M M

∞
∗ ∗ − ∗ −

< <∞−∞

∞
∗ ∗ − ∗ − ∗

< <∞−∞

∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗

∫

∫

−

≤ + +

≤ + +

≤ + +

∑∫ ∫

∑∫ ∫

 

同理， 

( )( )
( )1

0
d

* 1 1 * *
2 2 4 2 2 2 2 2 2 6e

t
p s s

E x t c M M M m M m BQ M M M M∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗
∫

− ≤ + +  

因此， 
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( )( ) * 1 1 * * *
1 3 1 1 1 1 1 1 5 1 1E y t M M M m M m AQ M M M M c M M∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗ ∗≤ + + + ≤  

( )( ) * 1 1 * * *
2 4 2 2 2 2 2 2 6 2 2E x t M M M m M m BQ M M M M c M M∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗ ∗≤ + + + ≤  

设 

( )
( )

( )
( )1 1

0 0
d d

1 1 1 2e , e ,
t t
h s s p s s

x t c y t c t R
∫ ∫

= = ∈  

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

1 1
0 0

1 1
0 0

1

d d

2 2
d d

d

e ed , , d d

e e

e

t t

s s

t

tk

k

h l l h l l
s

h l l h l lt t

h s s

k k
t t

x t h s y s s a s u f x u y u u s

I x t

∞ ∞

−∞

< <∞

∫ ∫

∫ ∫

∫

= − −

−

∫ ∫ ∫

∑

 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

1 1
0 0

1 1
0 0

1

d d

2 2
d d

d

e ed , , d d

e e

e

t t

s s

t

tk

k

p l l p l l
s

p l l p l lt t

p s s

k k
t t

y t p s x s s b s u g x u y u u s

J y t

∞ ∞

−∞

< <∞

∫ ∫

∫ ∫

∫

= − −

−

∫ ∫ ∫

∑

 

计算可知， 

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

0 0 0
d d d d

1 1 1 1e e e e
t T t t T t

t
h s s h s s h s s h s s

x t T c c c
+ +
∫ ∫ ∫ ∫

+ = = =  

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

0 0 0
d d d d

1 2 2 2e e e e
t T t t T t

t
p s s p s s p s s p s s

y t T c c c
+ +
∫ ∫ ∫ ∫

+ = = =  

由(3.4)~(3.5)可知， 

( ) ( ) ( )* 1 1 *
2 1 1 2 1 1 1

*
1

lim lim d lim , d d

lim 0
k

s

t t t
t t

kt t t

x t M M m h s s M m Q M a s u u s

M M b

∞ ∞
∗ − ∗ −

→∞ →∞ →∞
−∞

∗

→∞ < <∞

≤ +

+ =

∫ ∫ ∫

∑
 

( ) ( ) ( )* 1 1 *
2 2 2 2 2 2 2

*
2

lim lim d lim , d d

lim 0
k

s

t t t
t t

kt t t

y t M M m p s s M m Q M b s u u s

M M c

∞ ∞
∗ − ∗ −

→∞ →∞ →∞
−∞

∗

→∞ < <∞

≤ +

+ =

∫ ∫ ∫

∑
 

因此， ( ) ( )2 2lim 0, lim 0
t t

x t y t
→∞ →∞

= = 。故 ( )* *M M
E Ω ⊆ Ω 。 

类似定理 2.2 可证 E 是全连续的。因此，由 Schauder 不动点定理，存在一个不动点 ( ) *,
M

x y ∈Ω ，使

得 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )1 2, , ,E x y t E y t E x t x t y t= =  

易知该不动点是(1.1)的解。所以 ( ),x y 是(1.1)的解，定理 3.2 得证。 
例 3.1 考虑下面的系统 
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

6 4
22

6 4
22

2cos e sin d ,
10

2cos e cos d ,
10

1 ,
12

1 ,
13

t
t s

k

t
t s

k

k

k k k k

k

k k k k

tx t t x t y t x t y t s t t
t

ty t t y t x t x t y t s t t
t

x t x t x t t t

y t y t y t t t

− +

−∞

− +

−∞

+

+


′ = + + + ≠

+

 ′ = + + + ≠
 +

   = + =   


  = + =   

∫

∫
 

经过简单的计算知，定理 3.1 中的条件均满足，因此，该系统有一个渐近 2π-周期解。 
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