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Abstract 

To study the effects of population migration and vaccination on the spread of tuberculosis, a dy-
namic SEIR epidemic model of the two regions with different population densities is established. 
The effective reproduction number is calculated, and the vaccination strategy for each region is 
considered in model. We numerically simulate the sensitivity of the effective reproduction num-
ber with respect to migration rate and vaccination rate. The results show that migration from 
areas with high population density to areas with low population density can reduce the effective 
reproduction number and disease scale. The migration from low-density areas to high-density 
areas has the opposite result, but they cannot achieve the purpose of eliminating tuberculosis 
through migration. Appropriate application of vaccines to people in the high-density area can 
eliminate tuberculosis. 
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摘  要 

为研究人口迁移与疫苗接种对肺结核传播的影响，建立人口密度不同的两地区之间流动的SEIR流行病动

力学模型，并考虑对各地区实施疫苗接种措施，计算其有效再生数，通过数值模拟作有效再生数关于迁

移率与疫苗接种率的敏感性分析。结果表明，高人口密度地区向低密度地区迁移可以降低有效再生数，

缩小染病规模，低密度地区向高密度地区迁移则结果相反，但均不能通过迁移达到消除肺结核的目的，

而适当的对高密度人口地区施加疫苗可以消除肺结核。 
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1. 引言 

传染病是致命性微生物在人与人之间，人与动物之间，或者动物与动物之间相互传播的疾病，给人

类的健康带来极大的灾难，给社会经济发展带来极大的损失[1]。随着我国经济发展水平与医疗卫生水平

得到提高，降低了大部分传染病的病死率，部分疾病也得到控制[2]，但是有些疾病仍然难以控制，例如

肺结核。由于环境变化、流动人口的增加等原因使得肺结核依然在部分地区流行[3]。进城务工人员多数

集体居住，劳动强度大，生活条件相对差，更容易诱发肺结核暴发，进城工人的流动对肺结核的传播影

响较大[4]。近年来，国内外有很多研究，通过建立数学模型来研究流动人口对肺结核传播的影响，并探

究治疗，疫苗等防控措施对其传播的影响。针对意大利的人口迁移问题，周义仓[5]等人建立了具有移民

的肺结核 SEIRT 模型，考虑了移民以及不同地区治疗率对肺结核传播的影响。许[4]等人通过建立 SEIR
模型来研究广东省本地人口和外来移入人口之间肺结核的传播，探究了疫苗措施对其控制的作用，得出

控制广东肺结核传播的最优疫苗分配策略。靳帧[6]等人通过建立具有出生与死亡的人口流动 SIR 流感模

型，研究两地区的移出率对基本再生数的影响，得出人口高密度地区向低密度地区迁移可以有效控制流

感暴发的结论。 

2. 模型建立及再生数的计算 

为研究人口迁移与疫苗接种对肺结核传播的影响，基于靳帧[6]等人模型，建立以下带有疫苗项的两

城市之间人口流动的肺结核 SEIR 动力学模型。 
2

111
11 12 11 12 12 11 1 11 11 11 11

1 1
2

212
12 12 11 12 12 12 2 12 12 12 12

1 2
2

222
22 21 22 21 21 22 1 22 22 22 22

1 2

21
21 21 22 21 21 21

d
d

d
d

d
d

d
d

j
j t

j

j
j t

j

j
j t

j

IS A S S S k S dS
t N

IS A S S S k S dS
t N

IS A S S S k S dS
t N

S A S S S k
t

σ ρ β χ

σ ρ β χ

σ ρ β χ

σ ρ

=

=

=

= − + − − −

= + − − − −

= − + − − −

= + − −

∑

∑

∑
2

1
1 21 21 21 21

1 1

j
j t

j

I
S dS

N
β χ

=

− −∑

 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2019.83061
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


冯业娟 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.83061 552 应用数学进展 
 

( )

( )

( )

( )

2
111

11 1 11 12 11 12 12 11
1 1

2
212

12 2 12 12 11 12 12 12
1 2

2
222

22 1 22 21 22 21 21 22
1 2

2
121

21 1 21 21 22 21 21 21
1 1

d
d

d
d

d
d

d
d

j
j t

j

j
j t

j

j
j t

j

j
j t

j

IE S k E E d E
t N

IE S k E E d E
t N

IE S k E E d E
t N

IE S k E E d E
t N

β σ ρ α

β σ ρ α

β σ ρ α

β σ ρ α

=

=

=

=

= − + − +

= + − − +

= − + − +

= + − − +

∑

∑

∑

∑

 

( )

( )

( )

( )

11
11 12 11 12 12 11

12
12 12 11 12 12 12

22
22 21 22 21 21 22

21
21 21 22 21 21 21

d
d

d
d

d
d

d
d

I E I I d I
t

I E I I d I
t

I E I I d I
t

I E I I d I
t

α σ ρ γ

α σ ρ γ

α σ ρ γ

α σ ρ γ

= − + − +

= + − − +

= − + − +

= + − − +

 

11
11 12 11 12 12 11 11 11

12
12 12 11 12 12 12 12 12

22
22 21 22 21 21 22 22 22

21
21 21 22 21 21 21 21 21

d
d

d
d

d
d

d
d

R I R R S dR
t

R I R R S dR
t

R I R R S dR
t

R I R R S dR
t

γ σ ρ χ

γ σ ρ χ

γ σ ρ χ

γ σ ρ χ

= − + + −

= + − + −

= − + + −

= + − + −

                         (1) 

其中， , , ,ij ij ij ijS E I R 表示分别表示 t 时刻 i 户籍迁移到 j 地区的易感者，潜伏者，染病者，恢复者。 t
iN 表

示 t 时刻在 i 地区的总人口，t 时刻两地的总人数分别为 
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表 1 对模型(1)中参数进行说明。 
 

Table 1. The meaning of parameter in model 
表 1. 模型参数含义表 

参数符号 意义 

( )1,2ik i =  i 地区的接触率 

α  潜伏期转入到染病期的转化率 

γ  恢复率 

ijσ  i 户籍人口从 i 地区迁移到 j 地区移出率 

ijρ  i 户籍人口从 j 地区回到 i 地区返回率 

d 死亡率 

ijχ  在 j 地区 i 户籍易感者疫苗注射率 

ikjβ  在 k 地区 i 户籍易感者与 j 户籍染病者接触染病的概率 

ijA  在 j 地区 i 户籍的出生率 
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由模型(1)得
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可以推出：当时间 t →∞时，1，2 两地区的人口总数趋于稳定，分别趋于 11 21A A
d
+

， 12 22A A
d
+

。 

需要注意的是流动的人口(即户籍地与所在地不同的人群)流动的原因分是短期旅行和因工作长期居

住两种情况，当短期旅行时，流动人口就不存在出生人口，假设不存在旅行者在异地生育的情况，此时

有异地生育率 12 21 0A A= = ，当长期居住时，则存在异地生育，则 12 21,A A 不为 0。 
当没有染病者且不考虑注射疫苗措施时：模型(1)转化为模型(2) 
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求得模型(2)的平衡点为： ( )* * * *
011 012 021 022, , , ,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0S S S S ，其中有： 
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此时达到平衡点时的两地区总人口分别为 * * *
1 011 021
tN S S= + ， * * *

2 022 012
tN S S= +  

在平衡点处模型(2)的系数矩阵为 
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其对应的特征方程的特征根具有负实部[6]，则平衡点为全局渐近稳定的。 
当没有染病者且考虑注射疫苗措施时：则有模型(3) 
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求得系统(3)的平衡点为： ( )* * * * * * * *
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此时达到平衡点时的两地区总人口分别为 
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, 分别关于潜伏项 ijE 与染病项 ijI 求导得 ,F V  
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令 1 1
11 12 22 21 11K F V V V− −= − ，则有 
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再生矩阵为 1K FV −= ，得
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，由于*不影响 K 的特征值[9]，则有 ( ) ( )11K Kρ ρ= ，因此

有效再生数 ( )11vR Kρ= 。 

3. 数值模拟 

在本节中，我们研究两个地区之间人口流动与疫苗注射对肺结核传播的影响，对参数(迁移率与疫苗

率)进行敏感性分析。我们选取人口密度较高的北京市和人口密度较低的呼和浩特市作为要研究的地区，

即城市 1 为北京，城市 2 为呼和浩特。由统计局调查数据显示 2017 年北京人口出生率为 473.45 人/天，

呼和浩特出生率为 68.27 人/天。模拟时参数见表 2。 
 

Table 2. The value of parameter in simulation 
表 2. 模拟参数取值表 

参数 取值 来源 

11A  473.45 [7] 

22A  68.27 [7] 

α  0.017 [4] 

γ  0.067 [4] 

12 21,ρ ρ  0.01 [4] 

ijkβ  0.05 [4] 

d 0.0005 [4] 

12A  0 假设 

21A  0 假设 

( )11 0S  30,000,000 假设 

( )22 0S  6,000,000 假设 

( ) ( )12 210 , 0S S  50,000 假设 

( )11 0I  5000 假设 

( )22 0I  1000 假设 

( ) ( )12 210 , 0I I  0 假设 

( ) ( ) ( ) ( )11 12 22 210 , 0 , 0 , 0E E E E

( ) ( ) ( ) ( )11 12 22 210 , 0 , 0 , 0R R R R  
0 假设 

注：模拟中取单位时间为月。 
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首先，探究迁移率对染病规模与基本再生数的影响。 
 

 
Figure 1. Trend graph of total infected I with time at different migration rates 12σ  
图 1. 不同迁移率 12σ 下总染病量 I 时间序列图 

 
染病规模用总染病量来表示。总染病量为 11 22 12 21I I I I I= + + + ，假设北京市每天人均接触的人数 1k 为

12，呼和浩特市人均接触人数 2k 为 6，从呼和浩特迁移到北京的迁移率 21 0.001σ = ，另外，假设模型为

短期旅行，则不存在外地户籍的新生儿，即 12 21 0A A= = ，另外，不考虑两地感染率的差异，即 0.05ijkβ = ，

此时不考虑采取注射疫苗策略，即 11 22 12 21 0χ χ χ χ= = = = 。观察图 1 得到随着北京到呼和浩特的迁移率

12σ 增加，染病规模和染病峰值逐渐降低，并且染病峰值出现的时间逐渐延后，但是不能完全控制出染病

量，持续在染病量大于零的状态，即不能消除肺结核。进一步说明，高密度地区人口向低密度地区的迁

移会减少肺结核的染病规模，但难以消除肺结核。 
 

 
Figure 2. Trend graph of total infected I with time at different migration rates 21σ  
图 2. 不同迁移率 21σ 下总染病量 I 时间序列图 

 
与图 1 不同的是，假设 12 0.001σ = ，其他条件相同。由图 2 可得出，随着由呼和浩特向北京迁移的

迁移率 21σ 增加，染病规模与染病峰值逐渐升高，染病峰值出现的时间逐渐所提前，由此得出低人口密度

地区人口向高密度地区迁移，会导致扩大肺结核的染病规模，使得其更加难以控制。 
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Figure 3. Graph of relation between 12σ  and 0R  
图 3. 0R 与 12σ 关系图 

 

 
Figure 4. Graph of relation between 21σ  and 0R  
图 4. 0R 与 21σ 关系图 

 
当不考虑任何控制措施得出的再生数为基本再生数 0R ，图 3 与图 4 描述的为不同迁移率下 0R ，由图

3 得到随着 12σ 增加 0R 先快速下降后趋于平稳，使得 0R 保持在 4.5 左右，由图 3 得到随着 21σ 增加 0R 逐渐

增加后趋于平稳，使得 0R 保持在 8.42 左右。进一步得出高密度人口向低密度人口迁移会让肺结核基本再

生数下降，低密度人口向高密度迁移会导致相反的结果，但是两种迁移均不能使得 0 1R < ，即均不能控

制肺结核的传播。 
接下来考虑注射疫苗措施对染病规模与有效再生数的影响。假设两地区之间存在一定的人口流动，

取各地各户籍的迁移率与返回率为 12 21 12 21 0.01σ σ ρ ρ= = = = 。考虑只对人口密度较高的城市 1 的户籍 1 
的人口注射疫苗的情况，得到图 5 与图 6。 

当考虑控制措施时求得的基本再生数则被称为有效再生数 vR ，由图 5 得出对人口密度较高的城市 1
户籍 1 的人采取注射疫苗策略可以大幅度降低染病规模，肺结核趋于消亡，使得总染病量趋于 0。由图

6 得出对城市 1 户籍 1 的人采取注射疫苗策略时，由 6.85 下降到 1 以下，同样得出可以通过控制密度较

高的地区的本户籍人口注射疫苗能够达到使肺结核消亡的效果。 
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Figure 5. Graph of of relation between 11χ  and total infected I 
图 5. 11χ 与总染病量 I 关系图 

 

 
Figure 6. Graph of relation between 11χ  and vR  
图 6. vR 与 11χ 关系图 

 

 
Figure 7. Graph of relationship between vaccine rate in each group and vR  
图 7. 各组疫苗率与 vR 关系图 
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图 7 所描述的是分别对所在两地区的两户籍人分别注射一定剂量的疫苗率时有效再生数 vR 的变化，

在所用参数和假设条件与前面相同的条件下，城市 1 的 1 户籍疫苗接种率对再生数影响最大，可以通过

对单独对该组的人注射一定剂量的疫苗，使得 vR 小于 1，从而控制肺结核的传播。其次是在城市 2 户籍

1 的人群疫苗接种率对再生数影响较大，但始终使得 vR 保持大于 1，不同通过单独对城市 2 户籍 1 的人

群疫苗接种的方式控制肺结核的传播。另外对城市 2 户籍 2 与城市 1 户籍 1 的人群疫苗接种率对 vR 的减

少影响不大，进一步说明可以通过对高密度地区的人群施加疫苗措施达到消除肺结核的目的。 

4. 结论 

本文研究了考虑疫苗策略的高密度城市与低密度城市之间人口流动的 SEIR 肺结核模型，得出该模型

的有效再生数，通过调查数据与假设条件对模型进行数值模拟分析，通过做染病规模与有效再生数对迁

移率与疫苗率的敏感性分析得出由高人口密度地区向低人口密度地区能够大幅度降低染病规模，推迟染

病高峰期，而由低人口密度地区向高人口密度地区迁移会扩大染病规模，使染病高峰期提前，但两种迁

移方式均不能使得有效再生数小于 1，所以均不能使肺结核消亡。另外得出对高密度地区的人口采取疫

苗措施可以使得有效再生数小于 1，可达到使肺结核逐渐消亡的目的。 
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