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Abstract 
Based on the Fischer-Burmeister function and the Natural-Residual function, a new smoothing 
Newton method is proposed for solving the second-order cone programming. This algorithm 
adopts a Newton equation with disturbance to gain the search direction. Under suitable assump-
tions, we prove that the proposed method is globally and locally quadratically convergent. Finally, 
some numerical results are given. 
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摘  要 

本文在向量值Fischer-Burmeister (FB)函数和向量值Natural-Residual (NR)函数的基础上，提出一种求

解二阶锥规划(SOCP)问题的光滑函数。用一个带扰动的牛顿方程组去获得搜索方向，在适当假设下，分
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析了算法的全局收敛和局部收敛速度，给出了数值实验结果。 
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1. 引言 

本文主要考虑以下线性二阶锥规划问题： 
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其中， ,, , ii m nnm
i ib R c R A R ×∈ ∈ ∈ 是已知量， ( )0nii K

x i I∈ 表示 in
ix K∈ 是变量。 inK 是维数为 in 的二阶锥，

即 
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这里 . 为向量的欧几里得范数。易知 inK 是自对偶的，即 ( ) { }* T| 0,i i in n nn
i i i i iK K s R x s x K= = ∈ ≥ ∀ ∈ 其对

偶规划为： 
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其中 { }, , 1, 2, ,inm
iy R s K I r∈ ∈ =  。为便于问题的描述，使用如下记号： 
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这里用 nR 表示 n 维实列向量，且将 1 2 rn n nR R R× × × 定义为 1 2 rn n nR + + + ，因此 ( )1 2; ; ; rx x x K∈ 是

1 2 rn n nR + + + 中的列向量。则上面(1.1)和(1.2)式可转化为如下简洁形式： 

{ }Tmin | , .c x Ax b x K= ∈                                 (1.3) 

其对偶问题： 

{ }T Tmax | , , .mb y A y s c s K y R+ = ∈ ∈                             (1.4) 

二阶锥规划是一类非光滑凸规划问题，它是在仿射空间与有限个二阶锥的笛卡尔积的交集上极小化

或极大化一个线性函数。在现实生活中有着广泛的应用：许多工程，力学，投资组合，线线阵列等都可

以转化为二阶锥问题求解。此外，许多数学问题也可转化为二阶锥求解，如线性规划，二次规划，凸二
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次约束二次规划，范数极小化，因而研究二阶锥规划具有重要的理论与现实意义。本文在向量值 FB 函

数和向量值 NR 函数的基础上进行改进，得到了一个新的光滑函数，利用得到的光滑函数，把二阶锥互

补函数转化为一个非线性方程组问题，并给出求解二阶锥问题的一个光滑化算法，在无严格互补条件的

假设下，证明算法全局收敛和局部二次收敛。 

2. 基础知识 

二阶锥规划建立在与二阶锥相伴的代数基础上，为了更好地研究二阶锥规划，下面将简要介绍与二

阶锥相伴的欧几里得若当代数的基本概念和与之相关的重要结论，二阶锥规划的对偶理论和最优性条件

等。先介绍一些记号，其中 U 表示反射矩阵， 1nE − 表示 ( )1n − 阶单位阵， ( )Arw x 表示一个箭形矩阵，

本文用相应的大写字母表示箭形矩阵， ( )X Arw x= ， ( )S Arw s= ， ( )W Arw w= 。 

( ) ( )
T T

1

1 0 1

1 0
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对于 ( ) ( )1 1
0 0; , ;n nx x x R R s s s R R− −∀ = ∈ × = ∈ × ，定义如下若当积： 
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记 2x x x  ， x y+ 表示通常的向量的向量加法。 
定理 2.1：(谱分解定理) (文[1]) 
对向量 x 定义与二阶锥有关的谱分解为： 1 1 2 2x c cλ λ= + ，其中 x 的谱值 iλ 和与之对应的谱向量 ic 如

下： 
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。 1nRω −∈ 是满足 1ω = 的任意向量。 

关于谱值，谱向量的相关性质归纳如下： 
1) 0

2 1 2 10, 0x K x Kλ λ λ λ∈ ⇔ ≥ ≥ ∈ ⇔ ≥ > ， 
2) 对任意的 nx R∈ ， 2 2 2

1 1 2 2x c c Kλ λ= + ∈ ， 
3) 对任意的 x K∈ ， 1 1 2 2x c c Kλ λ= + ∈ 。 
在线性规划中，互补性条件为：若 ,x s≥ ≥0 0 ，则 Tx s = 0当且仅当 , 1, ,i ix s i r= = 0 ，二阶锥规划有

着类似于线性规划的互补性条件。 
引理 2.1：(互补性条件)设 ,x s K∈ ，即 , , 1, ,i i ix s K i r∈ =  ，则 Tx s = 0当且仅当 i ix s = 0 。 
在线性规划中，若原问题与对偶问题任意一个存在最优解，则另一个也存在最优解，且原问题与对

偶问题最优值相等，但二阶锥规划不具有这种性质，若要二阶锥规划的强对偶理论成立，必须使得原问

题与对偶问题同时存在严格可行解。因此二阶锥规划的最优性条件为： 
定理 2.2：(最优性条件) (文[2])如果(1.3)和(1.4)都有严格可行解，则 ( )( ), ,x y s 是(1.3)和(1.4)的最优解

对当且仅当 

T

, ,

, ,
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Ax b x K
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                                    (2.1) 
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对二阶锥规划，其二阶锥互补函数定义如下： 
定义 2.1：(文[3])如果向量值函数 soc : n n nR R Rφ × → 满足 

( )soc , , , .x s x s x K s Kφ = ⇔ = ∈ ∈0 0                             (2.2) 

则称 socφ 为二阶锥互补函数。 
结合问题(1.3)和(1.4)的最优性条件，定义函数 ( ), , : n m n m n nH x y s R R+ + + +→ 如下： 

( )
( )

T

soc

, ,
b Ax

H x y s c A y s
x sφ

− 
 = − − 
 − 

，                                 (2.3) 

其中 ( )soc x sφ − 是任意的二阶锥互补函数。易见 ( ), ,H x y s = 0是与最优性条件等价的方程组，由此可知，

( ), ,H x y s = 0的解 ( )* * *, ,x y s 满足最优性条件，是问题(1.3)和(1.4)的最优解对。由上易知，求解此方程组

的关键在于构造合适的二阶锥互补函数。由于常见的二阶锥互补函数在(0,0) 点不可微(即非光滑)，例如

向量值 FB 函数，向量值 NR 函数等，不能直接用牛顿法求解为了进一步研究，先给出光滑化的概念。 
定义 2.2：(文[4])对于不可微函数 : n mh R R→ ，考虑带有参数 0µ > 的函数 : n mh R Rµ → ，如果它具

备如下性质： 
1) 对于任意的 0µ > ， hµ 是光滑的； 
2) ( ) ( )

0
lim , nh x h x x Rµµ→

= ∀ ∈ ， 

则称 hµ 是 h 的光滑函数。 

3. 一个新的光滑函数及其性质 

光滑函数在二阶锥规划光滑算法研究中起着重要作用(文[5] [6] [7] [8] [9])。由于向量值 FB 函数和向

量值 NR 函数并不处处连续可微，大大影响了其实际应用。本文通过光滑化对称扰动得到一个新的向量

值函数 ( ), , : n n nx s R R R Rφ µ + × × → ： 

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2, , 1 2x s x s x s x sφ µ µ µ µ= + − − + − + + e                 (3.1) 

为了减少变量的个数，使证明简单，令 ( ), ,z x yµ= ，定义函数 ( )H z 如下： 

( )
( )T

e 1

, ,

H z b Ax

x c A y

µ

φ µ

 − 
 = −
 
 − 

，                                (3.2) 

显然，若 ( )* *0, ,x y 是 ( ) 0H z = 的解，则 ( )* * T *, ,x y c A y− 是原问题(1.3)及其对偶问题(1.4)的最优解。

因此，可考虑用牛顿法求解 ( )H z = 0 ，但对于所构造的 ( )H z ，其雅可比矩阵必须是非奇异的。在讨论

( )H z 的性质之前先介绍相关结论。 

引理 3.1：(文[3])对于任意的 1, , p na a R∈ ，令 ( ) ( )21

1
, ,

p
p i

i
a a aχ

=

= ∑
。则 χ 是全局利普希茨连续

的；若 0v v≠ ，其中 ( ) 1
0 ; nv v v R R −= ∈ × 且 ( )2

1

p
i

i
v a

=

= ∑ ，则 χ 在 ( )1, , pa a 的任意邻域是连续可微的。 

定理 3.1：设函数 ( )H z 由(3.2)定义，令 ( ) ( )( )2 2 2 21 2 , (0,1)x s x sω µ µ µ µ= − + − + + ∈e  ，则对任意

的 ( ), , n nx s R R Rφ µ +∈ × ×
，

有以下结论： 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.84067


梁晓娟，曾友芳 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.84067 606 应用数学进展 
 

1) ( ), ,x sφ µ 是全局利普希茨连续的处处光滑函数，且在任意 ( ), ,x sµ 处连续可微，有 

( ) ( )1, , 2 ,x s W x sµφ µ µ−′ = − + e                 (3.3) 

( ) ( )1, , ,x nx s E W X Sφ µ µ−′ = − −                       (3.4) 

( ) ( )1, , .s nx s E W S Xφ µ µ−′ = − −                       (3.5) 

2) ( ), ,x sφ µ 在 0µ = 处是光滑的。 
证明：1) 由引理 3.1 可知 ( ), ,x sφ µ 是全局利普希茨连续且在任意 ( ), ,x sµ 处连续可微。由

( ) ( )1, , +2x s W x sµω µ µ−′ =  e ，知 

( ) ( )1, , +2 ,x s W x sµφ µ µ−′ = −  e                 (3.6) 

同理可得： 

( ) ( )
( )

1

1

, , ,

.
x

s

x s W X S

W S X

ω µ µ

ω µ

−

−

′ = −

′ = −
 

由此可得： 

( ) ( )1, , ,x nx s E W X Sφ µ µ−′ = − −                       (3.7) 

( ) ( )1, , .s nx s E W S Xφ µ µ−′ = − −                       (3.8) 

2) 对于任意的 ( ) ( ) 1
0 0; , ; nx x x s s s R R −= = ∈ × ，由谱分解定理有 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 2 2 ,u uω λ µ µ λ µ µ= +  

因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2, , ,x s x s u uφ µ λ µ µ λ µ µ= + − +  

其中 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 12 2 21 2 2 1 , 1,2.i
i x s x s v iλ µ µ µ µ µ+= − + − + + + − =  

( )
( ) ( )

( )
( )

( )( ) ( )

1

1

1 1; 1 , ;
2 1,2.
1 1; 1 , .
2

i

i

i

v
v

vu i

w v

µ
µ

µµ

µ

+

+

  
 − ≠    = =


− =

0

0

 

其 中 ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 01v x s x s x x s sµ µ µ= − − + − + ， 1nRω −∈ 是 满 足 1ω = 的 任 意 向 量 。 同 理 有

( ) ( )1 1 2 20, ,x s x s u uφ λ λ= + − + ，其中 ( )2 2 12 1 , 1,2i
i x s v iλ += + + − = 。 

( )

( )( )

1

1

1 1; 1 , ;
2 1,2.
1 1; 1 , .
2

i

i
i

v v
vu i

w v

+

+

  
− ≠     = =


− =

0

0

 

其中 0 0v x s xs= + ， 1nRω −∈ 是满足 1ω = 的任意向量。 
不失一般性，取 1nRω −∈ 和 ( )v µ 中的一致，显然 ( )

0
lim v v
µ

µ
→

= ，于是 ( ) ( )
0 0

lim , limi i i iu u
µ µ

λ µ λ µ
→ →

= = ，因

此 ( ) ( )
0

lim , , 0, ,x s x s
µ

φ µ φ
→

= ，结合 ( ), ,x sφ µ 在任意 ( ), ,x sµ 处连续可微，知 ( ), ,x sφ µ 是光滑的，因此由光
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滑函数的定义知 ( ), ,x sφ µ 是 ( )0, ,x sφ 的一个光滑函数。 

4. 算法的描述 

记 ( ) ( ) ( ) ( )2
, , : , , 1n nz x y R R R z H z zµ θ η θ+ × × = = + ，令 ( )0,1γ ∈ ，当 ( )H z ≠ 0 时，定义函数

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1, : : e min 1, , min 1,n mR R z z z zµβ β β γ θ β γ θ+ +
+→ = = 。在矩阵 A 行满秩的假设下，可证明算

法是适定的。 
算法 4.1：(二阶锥规划的一个光滑型牛顿法) 

步骤 0：给出常数 ( ) ( )0, , 0,1 , 0,1δ σ µ γ∈ ∈ 满足 0
1 1,
2 2

γµ γη< < ，任取 ( )0 0, n mx y R R∈ × ， 

( ) ( )0 0 0
0 0, , , ,0,0z x y zµ µ= = ，令 : 0k = 。 

步骤 1：若 ( ) 0kH z = ，停止，其中 ( )kzφ 及 ( )kH z 分别由(2.5)和(2.6)式所定义，否则令 ( ): k
k zβ β= 。 

步骤 2：(确定搜索方向)解线性方程组 ( ) ( )k k k
kH z H z z zβ′+ ∆ = 得到搜索方向 kz∆ 。 

步骤 3：(确定步长)记 kα 是满足下式的最小非负整数α ： 

( ) ( ) ( )01 1 2 ,k k kz z zα αθ δ σ γµ η δ θ + ∆ ≤ − −   

令步长 k
kt

αδ= 。 
步骤 4：令 1 , : 1k k k

kz z t z k k+ = + ∆ = + ，返回步骤 1。 
在证明算法的适定性之前，先介绍相关性质。 
引理 4.1：(文[10]) 对任意 0µ > ， 

1 e e .
e

µ
µ

µµ µ −−
− ≤ ≤ −                                   (4.1) 

引理 4.2：(文[11])对于任意的 ,x y R∈ 和 nK
ω 0 ，如果 2 2 2

nK
x yω + ，则 

( ) ( ) ( ) ( )Arw Arw x Arw Arw yω ω− −        0， ( ) ( )Arw Arw xω −  0 ， ( ) ( )Arw Arw yω −  0 ，且当 

变为 时，上述结论仍然成立。 

定理 4.1：令 ( ), , n mz x y R R Rµ += ∈ × × ， ( ) 1 1: n m m nH z R R+ + + +→ 由(3.2)定义，则有以下结论成立： 

1) 在任意点 ( ), ,z x yµ= 处， ( )H z 全局利普希茨连续，并且连续可微，其雅克比矩阵表示为： 

( )
( ) ( ) ( ) T

e
,

x s

H z A
z z z A

µ

µφ φ φ

 
 ′ = − 
 ′ ′ ′− 

0 0
0 0                            (4.2) 

2) 对任意的 0µ > ， ( )H z′ 非奇异。 
证明：由定理 3.1 知(1)成立。下证(2)成立，对任意给定的 0µ > ，要证 ( )H z′ 非奇异，只需证明方程

组 ( )H z z′ ∆ = 0 只有零解，即 ( ), ,z x yµ∆ = ∆ ∆ ∆ = 0。将(4.2)式代入 ( )H z z′ ∆ = 0 中可知 

( ) ( ) T0, , x sA x z x z A yµ φ φ′ ′∆ = ∆ = ∆ − ∆ =0 0                          (4.3) 

将(3.7)，(3.8)式中的 ( )x zφ′ ， ( )x zφ′ 代入(4.3)式并将等式左右的两端同时左乘以 W，得： 

( ) ( ) T =0.W X S x W S X A yµ µ− − ∆ − − − ∆                               (4.4) 

因 ( ) ( )( )22 2 2 2 01 2w x s x s Kµ µ µ− − − − + = ∈e ，由引理 4.2 可知：矩阵 

( )W S Xµ− − 正定，从而 ( )W S Xµ− − 可逆。将方程(4.4)左乘 
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( ) 1Tx W S Xµ
−

∆ − −   ，结合 A x∆ = 0 ，得： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1T T T .x W S X W X S x x W S X W S X A yµ µ µ µ
− −

∆ − − − − ∆ −∆ − − − − ∆ =               0 令

( ) 1
x W S X xµ

−
∆ − − ∆   ，则 

( ) ( )T .x W X S W S X xµ µ∆ − − − − ∆ =        0                        (4.5) 

由引理 4.2 可知矩阵 ( ) ( )W X S W S Xµ µ− − − −      正定。因此 x∆ = 0 ，进而 x∆ = 0 。结合矩阵 A 行

满秩的假设和(4.4)式，知 y∆ = 0 。这就说明 ( )H z z′ ∆ = 0 只有零解，故 ( )H z′ 非奇异。 

定理 4.2：设矩阵 A 行满秩，如果 0kµ > ，则算法 4.1 是适定的。 
证明：因为矩阵 A 行满秩且 0kµ > ，由定理 4.1 知 ( )H z′ 非奇异，所以算法 4.1 的步骤 2 是适定的。

令 ( ), ,k k k n m
kz x y R R Rµ∆ = ∆ ∆ ∆ ∈ × × 是步骤 2 中方程组的解，则对任意的 ( ]0,1t∈ ，有 

( )0
1 0

1 e 1 0.
e e

k

k k k

k k
k k k k kt t t t

e

µ

µ µ µ

β µ β
µ µ µ µ µ µ+

 −
= + ∆ = + + ≥ − + > 

 
               (4.6) 

由 ( )zβ 的定义有 ( ) ( )ez zµβ γ θ≤ ， 

( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )

2

2
0

2
0

e 1 e e 1

e 1 1

e 1 1 e

1 e 1

k k k k

k

k k

k

t t

k

k

k

t O t

t t O t

t t O t

µ µ µ µ

µ

µ µ

µ

µ

β µ

β µ

+ ∆ ∆− = −

= + ∆ + −

= − + − + +

= − − + +

 

从而 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

2 22 2 2
0 0

2 2
0

2

0

e 1 1 e 1 2 1 e 1

1 2 ) e 1 2 e e 1

1 2 e 1 2 .

k k k k

k k k

k

t
k k

k

k

t t t t O t

t t z O t

t t z

µ µ µ µ

µ µ µ

µ

β µ β µ

γ θ µ

γµ ηθ

+ ∆ − = − − + − − + +

≤ − − + − +

≤ − − +

 

在上述最后一个不等式利用 ( )e 1 ,ek kkzµ µθ η− ≤ ≤ 可得。 

令 ( ) ( ) ,
k

k
k

b Ax
z

z
ϕ

φ

 −
 =
 
 

并记 ( ) ( ) 2
,k kz zφΦ = 可得 ( )( ) ( ) ( )T 2

2 2k k k kz z z zφ′Φ ∆ = − = − Φ ， 

从而 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

T

2

1 2 .

k k k k k

k k

k

z t z z t z z t

z t z t

t z t

ο

ο

ο

′Φ + ∆ = Φ + Φ ∆ +

= Φ − Φ +

= − Φ +

 

因此 

( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

0

0

0

1 2 e 1 2 1 2

1 2 2

1 1 2 .

k

k k k k

k k

k k

k

z t z H z t z

t t z t z t

t z t z t

t z t

µ

θ

γµ ηθ ο

θ γµ ηθ ο

γµ η θ ο

+ ∆ = + ∆

≤ − − + + − Φ +

≤ − + +

 ≤ − − + 
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因为 0 1γµ η < ，所以存在一个常数 ( ]0,1t ∈ ，使得对任意的 ( ]0,t t∈ ，有 

( ) ( ) ( )01 1 2 ,k k kz t z t zθ σ γµ η θ + ∆ ≤ − −                           (4.7) 

即步骤 3 可在有限步终止，故步骤 3 是适定的。综上可知，算法 4.1 是适定的。 

5. 收敛性分析 

定理 5.1：1) 设矩阵 A 行满秩且 ( ){ }: , ,k k k
kz x yµ= 是算法 4.1 生成的无穷迭代点列，则对 0k∀ ≥ ，

若 ( ) ( )00, ,k k
k z z zµ θ θ> ∈Λ ≤ ，则 1kz + ∈Λ ，其中 

( ) ( ){ }0: : , , ,n mz x y R R R zµ µ β µ+Λ = = ∈ × × ≥                       (5.1) 

2) (全局收敛性) { }kz 的任意聚点 ( )* * * *, ,z x yµ= 都是 ( )kH z = 0的解。 

证明：1) 根据 ( )zβ 的定义分两种情况讨论： 
i) 若 ( ) 1kzθ ≤ ，则 ( )e k k

k zµβ γ θ= 。对任意的 ( ]0,1t∈ ，从(4.7)式知 

( ) ( ) ( )01 1 2k k kz t z t zθ σ γµ η θ + ∆ ≤ − −  ，故 ( ) ( ).k k
k kz t z z t zβ γθ+ ∆ = + ∆ 。由于 kz ∈Λ ，可得 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0

1

1

1 1 1 2

2 1 0.

k k
k k

k k k
k

k k k
k

k k k

k

t z t z

t t z z t z

t t z z t z

t z t z t z

t z

µ µ β µ

µ γµ θ β µ

β µ γµ θ γθ µ

γθ µ γµ θ γ σ γµ η θ µ

γσ γµ η θ µ

+ ∆ − + ∆

≥ − + − + ∆

≥ − + − + ∆

 ≥ − + − − − 

= − ≥

 

ii) 若 ( ) 1kzθ > ，则 ( )e , :k k
k k zµβ γ β β γ= = = 。对任意的 2 1nz R +∈ ，有 ( )zβ γ≤ ，从而对任意的 ( ]0,1t∈ ，

有 

( )

( )
( ) ( )
( )

0

0
0

0 0 0 0 0

0 0 0

1 e
e e

1 1

1 0.

k

k k

k k
k k

kkk
k

k k

t z t z

t z t z

t t t t

t t

µ

µ µ

µ µ β µ

β µ
µ β µ

µ γµ γµ β µ γµ γµ

γµ γµ γµ

+ ∆ − + ∆

 −
= + + − + ∆ 

 
≥ − + − ≥ − + −

= − + − =

 

从而 1kz + ∈Λ 。 
2) 不失一般性，设 *z 是点列{ }kz 的任意聚点，要证 ( )*H z = 0 ，用反证法。假设 ( )*H z > 0 ，由算

法 4.1 的步骤 3 知 ( ){ }kH z 单调下降且有界，结合 ( )kH z 的连续性，有 ( ) ( )*lim k

k
H z H z

→+∞
= 。由 ( )β ⋅

的定义知 ( )kzβ 单调下降且趋于 ( ) ( ) ( ){ }** * *
*: e min 1, 0z z zµβ β β γ θ= = > 。另外，由(5.1)和(4.6)式得到： 

( )

1

0

0

0

1 e
e e

e
e

e

.

k

k k

k
k

k

k

k k k

k
k

k
k k

k k k k

t

t

t

t e

µ

µ µ

µ
µ

µ

µ

µ µ µ

β µ
µ

β µ
µ µ

µ µ µ µ

+< = + ∆

 −
= + + 

 
 

≤ + − + 
 

≤ + − + ≤
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即 kµ 是单调下降的，则 *lim kk
µ µ

→+∞
= 。对 0k kµ β µ≥ 两边取极限，有 * * 0 0µ β µ≥ > 。由定理 4.1 知 ( )*H z′ 存

在且非奇异。由引理 4.1 知：存在 *z 的一个闭邻域 ( )*N z 和正数 ( ]0,1t ∈ ，使得对于任意的

( ) ( )*, ,z x y N zµ= ∈ 和所有的 [ ]0,t t∈ ，都有 0µ > ， ( )H z′ 非奇异且 

( ) ( ) ( )01 1 2 .k k kz t z t zθ σ γµ η θ + ∆ ≤ − −   

可以找到一个非负整数τ ，使得 [ ]0, tτδ ∈ ，当 k 充分大时，有 

( ) ( ) ( )1
01 1 2 .k kz t zθ σ γµ η θ+  ≤ − −   

由步骤 3 知，对于充分大的 k，步长 k
kt

α τδ δ= ≥ ，因此有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 01 1 2 1 1 2 .k k k

kz t z zτθ σ γµ η θ σ γµ η δ θ+   ≤ − − ≤ − −     

这与序列 ( ){ }kzθ 的极限 ( )* 0zθ > 矛盾，故 ( )* 0zθ = ，即 ( )*H z = 0 ，因此算法 4.1 是全局收敛的。 

接下来证明算法的一个局部收敛性，在证明之前先介绍相关引理。 
引理 5.1 (文[12])：如果 ( )*V zF∈∂ 都是非奇异的，那么存在 *z 的一个邻域 ( )*N z 和一个常数 0C > ，

使得对于任意的 *kz Nz∈ 和任意的 ( )kV zF∈∂ 。V 非奇异且 1V C− ≤ 。 

定理 5.2 (局部二次收敛)：设矩阵 A 行满秩且 *z 是算法 4.1 产生的迭代点列{ }kz 的任意聚点，则当 k

充分大时，{ }kz 二阶收敛到 *z ，即 ( )21 * *k kz z O z z+ − = − ，且 ( )2
1k kOµ µ+ = 。 

证明：由定理 5.1 的(2)知 ( )* 0H z = ，又由定理 4.1 知 ( )*H z′ 存在且非奇异。故由引理 5.1 知，存在

一个常数 0C > ，对于充分接近 *z 的所有点 kz ，有 ( )( ) 1kH z C
−

′ ≤ 。由定理 3.1 和定理 4.1 知 ( )H z 在 kz

处是全局利普希茨连续的强半光滑函数，因为 ( ) ( ) ( ) ( )1 pH x x H x V x O x ++ ∆ − − ∆ = ∆ ，当 kz 充分接近
*z

时，由半光滑函数的定义知，当 kz 充分接近点 *z 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )* *k k kH z H z H z O z z= − = −  

和 

( ) ( ) ( )( ) ( )2* * * .k k k kH z H z H z z z O z z′− − − = −  

又 ( ){ } ( )2 2
e min 1,k k k

k H z H zµβ γ= ≤ ，即 ( ) ( )2 2*k k
k O H z O z zβ  = = − 

 
。因此， 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )

1* *

1 *

1 * *

* *
0

2* .

k k k k k
k

k k k k
k

k k k k
k

k k k
k

k

z z z z H z z H z z

H z H z z z z H z

H z H z H z H z z z z

C H z H z H z z z

O z z

β

β

β

β µ

−

−

−

′+ ∆ − = + − −

 ′ ′= − + − 

′ ′≤ − − − +

 ′≤ − − − + 

= −

           (5.2) 
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进一步有 

( ) ( ) ( ) ( ) 22* *k k k k k kH z z O z z z O z z O H z + ∆ = + ∆ − = − =  
 

            (5.3) 

即当 kz 充分接近 *z 时，有 1k k kz z z+ = + ∆ 。由(4.5)知 

( )21 * *k kz z O z z+ − = −                              (5.4) 

即算法 4.1 是二次收敛的，其次，当 k 充分大时， ( )kH z 单调减少趋向于 ( )*H z ，即 ( )kH z → 0，

所以 ( ) 2
e k k

k H zµβ γ= ，又因为 1k k kz z z+ = + ∆ ，所以当 k 充分大时有 

( ) 2
0

1 0 .
k

kk
k k k H z

eµ

β µ
µ µ µ γ µ+ = + ∆ = =

  
                     (5.5) 

结合(5.3)式知，当 kz 充分接近 *z 时，有 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

42 1
211

2 21 1
,

kk
kk

k
k kk

O H zH z
O H z O

H z H z

µ
µ

µ

−

−+

− −

  
   = = = = 

 
 

即 ( )2
1k kOµ µ+ = 。 

6. 数值试验 

为了检验算法 4.1 的有效性，本文用 Matlab 2014a 编程，在 Inter (R) Pentium (R) 4CPU，3.40 GHz，
2 GB 内存，Windows 7 操作系统的电脑上做数值试验。测试问题是随机生成的规模 n = 2 m 从 20 到 800
维不等且 r = 1 的二阶锥规划问题。具体步骤为：首先生成随机的行满秩矩阵 m nA R ×∈ 和随机向量 0,x s K∈ ，

然后令 T, ,b Ax c A y s= = + ，则得到的二阶锥规划的原问题和对偶问题都存在最优解且最优值相等。在测

试问题过程中，初始点选取 0 0,n mx R y R= ∈ = ∈e 0 。参数取值为： 0 0.01, 0.65, 0.35, 0.90µ δ σ γ= = = = 。

终止准则为 ( ) 610kH z −≤ 。计算结果列于表 1，其中 IT 和 CPU(s)表示每个测试问题进行 10 次所求得最

优解时所用的平均迭代次数和平均时间。 
 
Table 1. The numerical experiment results of the algorithm 
表 1. 算法的数值实验结果 

算法 4.1 文[13] 

n m IT CPU (s) IT CPU(s) 

20 10 9 0.05 - - 

50 25 11 0.07 - - 

100 50 11 0.12 9 0.11 

200 100 11 0.16 9 0.53 

300 150 12 0.80 10 1.15 

400 200 14 1.60 10 2.55 

500 250 14 3.08 10 6.13 

600 300 14 5.34 11 9.74 

700 350 14 7.31 11 18.93 

800 400 18 12.86 11 22.74 
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由表 1 可以看出，算法是有效的，并且可以求解大规模的二阶锥规划问题，它只需较少的 CPU 时间

就可以得到满足终止条件的解。并且本文中的算法 4.1 求解问题所用时间大部分比文献[13]所用时间少。 
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