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Abstract 
In this paper, the quadratic numerical radius of 2 × 2 block operator matrices is studied by me-
thod of Spectraloid operator and block operator matrices, and the multiplicative properties of 
quadratic numerical radius and power inequality of quadratic numerical radius are obtained. 
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摘  要 

本文利用Spectraloid算子及分块算子矩阵的方法研究了有界分块算子矩阵的二次数值半径不等式的问

题，得到两个乘积算子的二次数值半径不等式及分块算子矩阵的二次数值半径幂不等式的性质。 
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1. 引言 

Hilbert 空间中线性算子数值域是二次型和 Rayleigh 商逻辑上的推广，它具有深厚的理论基础和广泛

的应用价值。Hilbert 空间中有界线性算子 A 的数值域定义为 

( ) ( )
( ) ( )

,
, 0 ,

,
Ax x

W A x x
x x

  = ≠ 
  

：  

称 ( ) ( ){ }sup :w T W Tλ λ= ∈ 为数值半径。数值域是复平面上的凸集，而且在泛函分析、动力系统稳定性

分析、控制论以及量子运算领域具有重要应用。比如，根据有界线性算子数值域的定义，容易证明数值

域闭包含谱集[1]，即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), .p rA A W A A W Aσ σ σ⊂ ⊂∪  

这个性质称为数值域的谱包含性。数值域的凸性是个极其重要的性质，也就是说如果找到数值域的

一个支撑线，则意味着找到了线性算子谱分布的半平面。然而，由于凸集的连通性，数值域有时不能更

精确刻画谱的分布状态，比如谱集是若干不相交子集的并集时。鉴于此，瑞典的 Tretter [2] [3]等学者在

研究 2 2× 分块算子矩阵时最先引进了二次数值域的概念。 

定义 1.1：Hilbert 空间 X X× 中的有界 2 2× 分块算子矩阵
A B

T
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=  
 

的二次数值域定义为 

( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

, ,

: , 0 0
, ,

Af f Bg f
f gf

W T C f g
Cf g Dg g
f g g

λ

λ
λ

 
− 

 
= ∈ ∃ ≠ = 
 − 
 

使得 。 

二次数值域也是复平面子集，而且应用二次数值域可以建立自伴 2 2× 分块算子矩阵的变分原理，估

计算子的特征值。值得注意的是，对于有界线性算子来说，二次数值域是数值域的子集，但不一定连通，

并且二次数值域也具有谱包含性质。因此，关于线性算子的谱刻画方面，二次数值域能提供比数值域更

精确的信息。于是，二次数值域是一个非常热门的研究课题，受到了国内外学者的广泛关注(见[4] [5] [6] 
[7] [8])，其中需要提及的一个研究课题是二次数值半径。 

定义 1.2：设
A B

T
C D
 

=  
 

是 Hilbert 空间 X X× 中的有界 2 2× 分块算子矩阵，其二次数值半径 ( )2w T

定义为 

( ) ( ){ }2 2sup :w T W Tλ λ= ∈ 。 

二次数值半径是刻画二次数值域的重要工具。数值半径、二次数值半径、谱半径 ( )r T  (即， 

( ) ( ){ }max :r T Tλ λ σ= ∈ )和算子范数 T  (即， 1sup xT Tx== )之间满足关系式 

( ) ( ) ( )2r T w T w T T≤ ≤ ≤ 。 

据我们所知，关于经典的数值半径，有不等式 
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( ) ( ) ( )4w TS w T w S≤ 。 

如果 ,T S 可交换，则上述不等式变为 

( ) ( ) ( )2w TS w T w S≤ 。 

如果 ,T S 可交换且是非负，则 

( ) ( ) ( )w TS w T w S≤ 。 

自然会想到的一个问题，关于二次数值半径，上述不等式是否成立呢？另外，关于经典数值半径的

幂不等式 

( ) ( ) , 1, 2,3,
nnw T w T n≤ =     

也是非常重要的研究课题。于是，本文将要研究乘积算子二次数值半径不等式和幂不等式等性质。 

2. 预备知识 

对于一般的有界线性算子数值半径具有以下结论成立。 
引理 2.1 [1] [4]设 ,T S 是 Hilbert 空间 X 中的有界线性算子，则 

( ) ( ) ( )4w TS w T w S≤ ； 

如果 ,T S 可交换(即TS ST= )，则 

( ) ( ) ( )2w TS w T w S≤ 。 

引理 2.2 [1] [4]设 ,T S 是 Hilbert 空间 X 中的有界线性算子，如果 ,T S 可交换且是非负算子，则有不

等式 

( ) ( ) ( )w TS w T w S≤ 。 

引理 2.3 [1] [4]设T 是 Hibert 空间 X 中的有界线性算子，则对任意正整数 n 有 

( ) ( ) nnw T w T≤     

成立。 
下面给出 Normaloid 算子、Spectraloid 算子、Convexoid 算子的定义。 
定义 2.1：对于一个有界线性算子而言，如果满足 ( )r T T= ，则称T 是 Normaloid 算子。其中 ( )r T

表示算子T 的谱半径， T 表示算子范数。 
定义 2.2：对于一个有界线性算子T 而言，如果满足 ( ) ( )r T w T= ，则称T 是 Spectraloid 算子。 
定义 2.3：对于一个有界线性算子T 而言，如果满足 ( ) ( )( )W T Conv Tσ= ，则称𝑇𝑇是 Convexoid 算子。 
比较 Normaloid 算子，Spectraloid 算子以及 Convexoid 算子的定义容易发现，Normaloid 算子一定是

Spectraloid 算子；Convexoid 算子也是 Spectraloid 算子。 
分块算子矩阵二次数值半径和内部元素数值半径具有以下关系。 

引理 2.5：设T 是 Hilbert 空间 X X× 中的有界 2 2× 分块算子矩阵, 
0
A B

T
D

 
=  
 

或
0A

T
C D
 

=  
 

，则 

( ) ( ) ( ){ }2 max ,w T w A w D= 。 

特别地，当
0

0
A

T
D

 
=  
 

时， ( ) ( )2w T w T= 。 
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证明：当
0
A B

T
D

 
=  
 

或
0A

T
C D
 

=  
 

时，容易证明 

( ) ( ) ( )2W T W A W D= ∪ 。 

于是有 ( ) ( ) ( ){ }2 max ,w T w A w D= 。 

当
0

0
A

T
D

 
=  
 

时， ( ) ( ) ( )( )W T Conv W A W D= ∪ ，其中 ( )Conv G 表示集合 G 的凸组合，从而

( ) ( )2w T w T= 。 

3. 主要结果及其证明 

当 ,T S 是 2 2× 有界线性算子时， 

( ) ( ) ( )4w TS w T w S≤  

自然成立，但是关于二次数值半径，不等式 

( ) ( ) ( )2 2 24w TS w T w S≤  

不一定成立。比如设 
0 1 0 0

,
0 0 1 0

T S   
= =   
   

， 

则 ( )2 1w TS = ， ( )2 0w T = ， ( )2 0w S = ， ( ) ( ) ( )2 2 24w TS w T w S≤ 不成立。下面我们将给出上述不等式成

立的充分条件。 
定理 3.1：设 ,T S 是 Hilbert 空间 X X× 中的 2 2× 有界线性算子，如果 ,T S 是 Spectraloid 算子，则 

( ) ( ) ( )2 2 24w TS w T w S≤ 。 

证明：当 ,T S 是 Hilbert 空间 X X× 中的有界线性算子时，由引理 2.1 知 

( ) ( ) ( )4 ,w TS w T w S≤  

且 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2, .r T w T w T T r S w S w S S≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

于是 

( ) ( ) ( )2 4w TS w T w S≤  

当 ,T S 是 Spectraloid 算子时，满足 

( ) ( ) ( ) ( ),r T w T r S w S= =  

即 

( ) ( ) ( ) ( )2 2,w T w T w S w S= =  

故 

( ) ( ) ( )2 2 24w TS w T w S≤  

推论 3.1：如果 ,T S 是 Normaloid 算子或者 Convexoid 算子，则有 ( ) ( ) ( )2 2 24 .w TS w T w S≤  
其次，我们将要讨论不等式 ( ) ( ) ( )2 2 22w TS w T w S≤ 何时成立的问题。 
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定理 3.2：设 ,T S 是 Hilbert 空间 X X× 中的 2 2× 有界 Spectraloid 算子，且 ,T S 可交换，则有

( ) ( ) ( )2 2 22w TS w T w S≤ 。 
证明：因为 ,T S 是 Spectraloid 算子，故 

( ) ( ) ( ) ( )2 2,w T w T w S w S= = 。 

再考虑到 ,T S 的可交换性，由引理 2.1 可知 

( ) ( ) ( )2 2 22w TS w T w S≤ 。 

于是，结论立即得证。 
推论 3.2：如果 ,T S 是 Normaloid 算子或者 Convexoid 算子，且 ,T S 可交换，则 

( ) ( ) ( )2 2 22w TS w T w S≤ 。 

再其次，我们将要讨论不等式 ( ) ( ) ( )2 2 2w TS w T w S≤ 何时成立的问题。 
定理 3.3：设 ,T S 是 Hilbert 空间 X X× 中的 2 2× 有界线性算子，且 ,T S 可交换，T 是非负算子，当 ,T S

是 Spectraloid 算子时，有 

( ) ( ) ( )2 2 2w TS w T w S≤ 。 

证明：当 ,T S 可交换，T 是非负算子时，有 

( ) ( ) ( )w TS w T w S≤ ， 

故 

( ) ( ) ( )2w TS w T w S≤ 。 

当 ,T S 是 Spectraloid 算子时，有 

( ) ( )2w T w T= ， ( ) ( )2w S w S= 。 

于是 

( ) ( ) ( )2 2 2w TS w T w S≤ 。 

结论证毕。 
推论 3.3：如果 ,T S 是 Normaloid 算子或者 Convexoid 算子，且 ,T S 可交换，T 是非负算子，则 

( ) ( ) ( )2 2 2w TS w T w S≤ 。 

最后，我们将要讨论二次数值半径的幂不等式问题。 

定理 3.4：设 ( )2w T 是 2 2× 分块算子矩阵
0

0
A

T
D

 
=  
 

的二次数值半径，则对任意正整数 n ，有 

( ) ( )2 2 nnw T w T  ≤  

成立。 

证明：因为
0

0

n
n

n

A
T

D
 

=  
 

，故 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 nnn nw T w T w T w T = ≤ =      

所以 
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( ) ( )2 2 nnw T w T ≤   。 

结论得证。 

定理 3.5：设 ( )2w T 是 2 2× 分块算子矩阵
0
A C

T
D

 
=  
 

的二次数值半径，则对任意正整数 n ，有 

( ) ( )2 2 nnw T w T ≤    

成立。 

证明：因为
*

0

n
n

n

A
T

D
 

=  
 

，从而 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )2 2max , max ,
nn nn n nw T w A w D w A w D w T = ≤ =    

所以 

( ) ( )2 2 nnw T w T ≤    

结论证毕。 
同理可证下面推论： 

推论 3.4：设 ( )2w T 是 2 2× 分块算子矩阵
0A

T
C D
 

=  
 

的二次数值半径，则对任意正整数 n 有 

( ) ( )2 2 nnw T w T ≤    

成立。 
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