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Abstract 
In this paper, we consider the optimal dividend problem for the risk model with surplus-dependent 
premiums. The objective is to maximize the expected cumulative discounted dividends payment 
up to the time of ruin. Firstly, we show the basic properties of the value function. Using the theory 
of measure-valued generators, we derive the associated measure-valued dynamic programming 
equation (measure-valued DPE). 
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摘  要 

本文研究了保费依赖余额模型的最优分红问题。目标是最大化破产前的累积期望折现分红，首先，我们

给出值函数的基本性质，然后运用测度值生成元的理论得到测度值动态规划方程(测度值DPE)。 
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1. 引言 

1930 年，Lundberg-Gramer 提出了经典的累积风险模型，该模型常用来研究保险公司的分红及破产

概率。而为了使得描述的风险模型更加地贴近实际，1984 年，Davis 提出了更加一般的保险风险模型，

他们称为逐段决定复合泊松风险模型。该模型是一般的模型，囊括了多种目前常见的风险模型。在本文

中，我们假设保险公司的风险模型是保费依赖余额(逐段决定复合泊松风险)模型，即余额过程为逐段决定

马氏过程(PDMP)。PDMP 自提出以来就受到金融，保险，随机控制等多个领域的广泛关注，也涌现出了

大量关于 PDMP 的文章。如[1]-[6]研究了 PDMP 的连续和脉冲控制，最优停时，在风险中的应用等。关

于保险中 PDMP 的相关内容可以参考 Schimidlli [7]。随后，PDMP 也被应用到最优分红问题的研究中。 
最优分红问题最早可追溯到[8]，De Finetti 在第 15 届国际精算学大会(纽约)上首次提出了破产前累积

期望折现分红的概念，并对离散时间风险模型的最优分红问题进行了研究，并得到最优分红是 barrier 策
略。通常，研究最优分红问题的方法为 Schimidlli 的经典方法和 Muller [9]的粘性解的方法(关于最优分红

的问题可参考 Muller [9])。在 2017 年，Liu 在[10]中提出了一种新的理论：测度值生成元理论。本文即运

用该理论得出测度值动态规划方程，该方法不要求值函数是光滑的，则我们不需要讨论方程的粘性解。 
本文结构如下：第 1 节建立保费依赖余额的保险风险模型，并给出相应的最优分红问题。第 2 节给

出了值函数的基本性质。第 3 节通过测度值生成元理论给出了测度值动态规划方程(测度值 DPE)。 

2. 模型描述 

首先给出完备的概率空间(Ω , F, P)，Ω是所有右连续且有左极限的函数集合。在此空间内，将保险

公司的余额 X 表示为 

( )
0

1
d , 0

tNt
t s i

i
X x g X s Y t

=

= + − ≥∑∫                              (1.1) 

其中， 0x ≥ 为初始余额， tN 表示到 t 时刻的索赔个数。索赔额序列{ }iY 为一独立同分布的随机变量序列，

其分布函数为 ( )Q x ，并且{ }iY 和 tN 是相互独立的。索赔到达率 0λ > 为常数，则下次索赔达到时刻的条

件概率分布为 ( ), tF x t e λ−= 。 nτ 表示第 n 次索赔时刻，在两个连续的索赔时刻间的余额过程可表示为 

( ) [ ]1, , , ,
nt X n n nX t t n N
τ

ϕ τ τ τ += − ∈ ∈  

定义推移算子 tθ ，满足 s t t sX X θ+ = ⋅ 。 
, 0 tL L t= ≥ 为从 0 时刻到 t 时刻的累计分红。给定分红策略 L，受控的余额过程 tX 可表示为 

( )0
1

 d ,
t

t
NtL L

s i t
i

X x g X s Y L
=

= + − −∑∫                            (1.2) 

相应的破产时刻定义为 

{ }inf 0 : 0 .L L
Tt Xτ = ≥ <  

在任意时刻 t，索赔到达率都为 λ ，受控后的条件概率分布不变。 
如果 L 满足下列条件，则称 L 为可行策略。 
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1) tL 是非降且关于自然流{ } 0t t
F

>
是适应的； 

2) 过程 tL 满足 

( )0
1

d ,
tNt L

t s i
i

L x g X s Y
=

≤ + −∑∫  

3) 方程(1.2)有唯一强解 LX 。 
定义 xΠ 是所有以 0x ≥ 为初始余额的可行策略集。 
对每个分红策略 xL∈Π ，累积期望折现分红 ( )LV x 可表示为 

( ) 00 0
d d ,

L L
L s s

s x sV x E e L X x E e L
τ τδ δ− −   = = =      ∫ ∫  

其中 0δ > 是折现因子。定义值函数 

( ) ( ){ }sup , \; , 0L
xV x V x L x= ∈Π ≥ 。 

通常，当 0x < 时， ( ) 0V x = 。 

3. 值函数性质 

引理 2.1：值函数 ( )V x 是非降的，局部 Lipschitz 连续且满足 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

y x V y V x V y y x
g
δ λ+

− ≤ − ≤ −  

0y x> ≥ 。 

证明：取分红策略 xL∈Π 使 ( ) ( ) ( )0LV x V x ε ε≥ − > 。对任意的 0y x> ≥ ，重新定义一个新策略 xL∈Π ，

该策略先将 y x− 作为分红一次性分给股东，之后有 L L= ，则有下列不等式成立 

( ) ( ) ( )LV x V x y x V x y x ε≥ + − ≥ + − −  

则 ( ) ( )y x V y V x− ≤ − ，同时可得 V 是非降的。 

下证 ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

V y V x V y y x
g
δ λ+

− ≤ − 。 

令 ( )x ty ϕ= ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

[ ] ( )

[1 e ]

1 e

t t
x

t t

V y V x V t

V y

tV y

δ λ

δ λ

ϕ

δ λ

− +

− +

− ≤ −

 ≤ − 
≤ +

 

由于 g 是单调递增的，有
( )0

y xt
g
−

≤ ，则不等式成立且 V 是局部 Lipschitz 连续的。 

4. 动态规划原理(DPP)及动态规划方程(DPE) 

定义 xU 是可测函数 ( ) [ ]0: 0,R lα +⋅  的集合， ( )α ⋅ 满足下列条件： 

0x ≥ ，方程 ( ) ( )( ) ( )
0

d
t

x xt x g s s tα αϕ ϕ α= + −∫ 有唯一解 x
αϕ ； 

0t ≥ ， ( ) ( )( )0
d

t
xt x g x sαα ϕ≤ + ∫ 。 
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下面我们给出马氏策略及马氏策略集合的定义。 
定义 4.1：如果受控后的余额过程 LX 是强马氏过程，称 xL∈Π 是马氏控制；如果 LX 是时齐的强马

氏过程，则称 L 为平稳的马氏控制。 
定义 M 为可测函数 ( ) [ ]0: 0,L R l+⋅  的集合，且 ( )l ⋅ 满足 
1) 0x ≥ ， ( ), xl x U⋅ ∈ 。 
2) 对任意 0x ≥ ， , 0s t ≥ ，有 

( ) ( )( ) ( ), , ,l
xl x s l s t l x s tϕ+ = +  

3) 当 [ ]1,n nt τ τ +∈ 时， 

),,( n
L

t tXlLL
nn

τττ −+=
 

4) 方程 

( ) ( )( ) ( )
0

d ,
tl l

x xt x g s s l x tϕ ϕ= + −∫                            (4.1) 

有唯一解 lϕ ； 
通过上述定义及[10]定理 2.3 可得集合 M 中的函数是马氏策略函数。 
引理 4.2：假设存在最优平稳马氏策略 *L 及相应的函数 *l M∈ 。值函数 V 满足 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
10

sup ,d e , 0, 0
t tt L

x t
l M

V x E e l x s V X x t
τ δ τδ

τ
∧ − ∧−

∧
∈

 = + ≥ ≥  ∫                (4.2) 

其中 ( ) { }1 11 1
L l l
t x tX t Y Iτ τϕ τ∧ ≤= ∧ − 。 

证明：当最优策略 *L 是平稳马氏策略时，可得 

( ) ( )
*

1

1

* *
0

,d d , 0, 0
Lt s s

x x st
V x E e l x s E e L t x

τ τδ δ
τ

∧ − −

∧

  = + ≥ ≥     
∫ ∫                 (4.3) 

由于 *L 是马氏策略，则等式右边第二部分可以写成 

( ) ( )
*

*
1

11

*d e .
L

t

ts L
x st

E e L E V X
τ

τ δ τδ
τ ∧

− ∧−

∧

   =     
∫  

则(4.3)可写为 

( ) ( ) ( ) ( )*1 1
1

*
0

,d e ,
t ts L

x tV x E e l x s V X
τ δ τδ

τ
∧ − ∧−

∧
 = +  ∫ 0,0 ≥≥ tx                 (4.4) 

函数 l M∈ 。下面我们构造一个新的策略 L：将 

( )
( )

( ) [ ]
1

1

1

*
1 1 1

*
1

, , ,

, ,

, , .
n

L
s t

L
t n n n

l x s s t

L l X s t t s

L l X s s

τ

τ τ

τ

τ τ τ

τ τ τ

∧

∧ +

 ≤ ∧
= − ∧ ∧ < <


+ − ∈

 

分红策略在第一次索赔到达前为一般策略 L，在之后的索赔到达间隔之间为最优策略 *L 。 
在新的策略之下，值函数满足 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

1

1

1

1

1 1
1

*
0

0

( )
0

,d d

,d d

,d e

L

L

tL s s
x st

t s s
x st

t ts L
x t

V x V x E e l x s e L

E e l x s e L

E e l x s V X

τ τδ δ
τ

τ τδ δ
τ

τ δ τδ
τ

∧ − −

∧

∧ − −

∧

∧ − ∧−
∧

 ≥ = +  
 ≥ +  
 = +  

∫ ∫

∫ ∫

∫

                     (4.6) 
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由(4.4)和(4.6)，可得(4.2)。 
定理 4.3：假设存在最优平稳马氏策略 *

xL ∈Π 及函数 *l M∈ ，则值函数 V(x)满足 

( ) ( )( ) ( ){ }0
0 sup , d , ,

t l l
x

l M
l x t V s s A V x tδ ϕ

∈
= − +∫                        (4.7) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

0

0 0

, d

d d .
l
x

tl l
x

t s l
x

A V x t V t V x V s s

V s y Q y s
ϕ

ϕ λ ϕ

λ ϕ

= − −

+ −

∫

∫ ∫
 

根据引理 3.1, 有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

1 1
1

1

0

0 0 0

0 0

,d

, ,d ,d d ,

, d d , .
l
x

t ts L
x t

t t ss u

t st l s l
x x

V x E e l x s e V X

F x t e l x s e l x u F x s

F x t e V t e V s y Q y F x s

τ δ τδ
τ

τ δ δ

ϕδ δϕ ϕ

∧ − ∧−
∧

∧ − −

− −

 ≥ +  

= +

+ + −

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 

运用分部积分，得 

( )
0

,d
ts se e l x sλ δ− −∫  

( ) ( )
0 0 0

,d ,d d
t t ss s u se e l x s e l x u eδ λ δ λ− − − −= +∫ ∫ ∫  

和 

( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
0 0

0

d d

d .

t t l
x

t ts l s s s l
x x

t s s l
x

e e V t

V x e V s e e e V s

e e V s s

λ δ

δ λ λ δ

δ λ

ϕ

ϕ ϕ

δ ϕ

− −

− − − −

− −

= + +

−

∫ ∫

∫

 

则 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
0 0

0 0

0 d d

,d d

l
xt ss s l l

x x

t ts s s s l
x

e e V s V s y Q y s

e e l x s e e V s

ϕδ λ

δ λ δ λ

λ δ ϕ λ ϕ

ϕ

− −

− − − −

 ≥ − + + −  

+ +

∫ ∫

∫ ∫
             (4.8) 

令 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0

, [ d ]d ,
l
xt sl l l l

x x xH V x t V s V s y Q y s l x t V t V x
ϕ

λ δ ϕ λ ϕ ϕ= − + + − + + −∫ ∫  

方程(4.8)可写为 

( )

( ) ( )
0

0

0 ,d

,d ,d

t s s l

u ts s l s s l
u

e e H V x s

e e H V x s e e H V x s

δ λ

δ λ δ λ

− −

− − − −

≥

= +

∫

∫ ∫
。 

l M∈ ，根据[10]定理 2.3 知： ( ) ( ) ( )l
x

l l
x s

s t t
ϕ

ϕ ϕ+ = ，则有 

( ),0 0lH V x = ， ( ) ( ) ( )( ), , ,l l l l
xH V x s t H V x s H V s tϕ+ = + 。 

因此 
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( ) ( ) ( ) ( )( )0
,d e e ,d 0

t t u u s u ss s l l l
xu

e e H V x s H V u sδ λδ λ ϕ
− − + − +− − = ≤∫ ∫ 。 

由上可得 ( )
0

,d
t s s le e H V x sδ λ− −∫ 关于 t 是非增的。对于任意 0x ≥ ，可得 

( ) ( )( ) ( )
0

0 , d ,
t l l

xl x t V s s A V x tδ ϕ≥ − +∫ ，                         (4.9) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

0

0 0

, d

d .
l
x

tl l
x

t s l
x

A V x t V t V x V s s

V s y dQ y s
ϕ

ϕ λ ϕ

λ ϕ

= − −

+ −

∫

∫ ∫
 

另一方面，假设存在最优平稳马氏策略 *L 及相应的函数 *l M∈ 。运用与(4.9)相同的推导方法，(4.3)
可写为 

( ) ( )( ) ( )**
0

0 , d ,
t l l

xl x t V s s A V x tδ ϕ= − +∫                         (4.10) 

由(4.9)和(4.10)，可得 

( ) ( )( ) ( ){ }0
0 sup , d ,

t l l
x

l M
l x t V s s A V x tδ ϕ

∈
= − +∫ 。 

对固定的 x R+∈ ，上述等式在 l M∈ 时取得最大值等价于 ( ), xl x U⋅ ∈ 时取最大值。我们可改写(4.7)，
如下式： 

( ) ( )( ) ( ){ }0
0 sup d , ,

x

t
x

U
t V s s A V x tα α

α
α δ ϕ

∈
= − +∫                       (4.11) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

0

( )

0 0

, d

d d .
l
x

tl l
x

t s l
x

A V x t V t V x V s s

V s y Q y s
ϕ

ϕ λ ϕ

λ ϕ

= − −

+ −

∫

∫ ∫
 

方程(4.11)是测度值方程，因此我们可以称之为测度值动态规划方程(测度值 DPE)。 
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