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Abstract 
The problem which we research on is inhomogeneous quasilinear hyperbolic systems with cha-
racteristics with constant multiplicity, where the source term satisfied the corresponding match-
ing condition. And we don’t restrict the condition that the characteristics with multiplicity are 
weakly linearly degenerate. Next, we shall investigate the global existence or the blow-up pheno-
menon of C1 solutions to the Cauchy problem with weaker decaying initial data and estimate the 
life-span of C1 solutions. 
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摘  要 

文章研究的是带有非齐次项的且具常重特征的拟线性双曲组，其中源项满足相应的匹配条件。不加重特
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征是线性退化的限制，考虑具有一定衰减性的初值Cauchy问题的C1解的整体存在性及破裂现象并估计出

解的生命跨度。 
 
关键词 

一阶拟线性双曲方程组，Cauchy问题，奇性形成，匹配条件，生命跨度 

 
 

Copyright © 2019 by authors and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言及主要结果 

考虑下面的一阶拟线性双曲组 

( ) ( ) ,u uA u F u
t x

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                (1.1) 

其中 ( )T
1, , nu u u=  是变量 ( ),t x 的未知向量函数，而 ( ) ( )( )( ), 1, ,ijA u a u i j n= =  是元素适当光滑的 n n×

矩阵，非齐次项 ( ) ( ) ( )( )T
1 , , nF u F u F u=  是元素适当光滑的向量函数。由双曲性可知，对所考虑范围上

任一给定的 u 值， ( )A u 有 n 个实的特征值 ( ) ( )1 , nu uλ λ 和一个完备的左(右)特征向量组。对于 1, ,i n= 
，

令 ( ) ( ) ( )( )1 , ,i i inl u l u l u= 

 
(相应地， ( ) ( ) ( )( )T

1 , ,i i inr u r u r u=  )是对应于 ( )i uλ 的左(相应地，右)特征向量： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),i i i i i il u A u u l u A u r u u r uλ λ= =相应地  

有 

( ) ( )( )det 0 det 0 .,ij ijl u r u≠ ≠等价地  

不失一般性，假设在所考虑的范围上 

( ) ( ) ( ), , 1, , ,i j ijl u r u i j nδ≡ =                              (1.2) 

( ) ( ) ( )T 1, 1, , ,i ir u r u i n≡ =   

其中 ijδ 是 Kronecker 符号。 
在方程组是严格双曲的假设下，早期利用弱线性退化的概念，李大潜、周忆和孔德兴在[1] [2]中，对

方程组(1.1)具一定衰减性的小C1初值的Cauchy问题给出了C1解的整体存在性和破裂现象的结果。之后，

这些结果又被推广到具有常重特征的非严格双曲组的情况([3]及[4])，这里所有的常重特征均为或均假设

为线性退化的。其后，王利彬在不加重特征是线性退化的限制下，对具有一定衰减性的小 C1 初值的 Cauchy
问题解决了 C1 解的破裂问题([5])。本文在王利彬的基础上，将齐次项改为非齐次项 ( )F u ，考虑当

( ) 3F u C∈ 且满足匹配条件时，对上面的 Cauchy 问题，其 C1 解在有限时间内的奇性形成问题。 
在本文中，对于具常重特征的双曲组 (1.1)恒假设所有 ( ) ( ),i iju l uλ 及 ( )( ), 1, ,ijr u i j n=  均与

( )( ), 1, ,ija u i j n=  有同样的正规性。 
不失一般性，设在 0=u 的某个邻域内成立 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,p p nu u u u uλ λ λ λ λ+= ≡ ≡ < < <                      (1.3) 

其中1 p n≤ ≤ 。当 1p = 时，方程组(1.1)是严格双曲的；当 1p > 时，方程组(1.1)是具常重特征 ( )1p > 的非
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严格双曲组。 
为了简练，本文不再赘述弱线性退化，标准坐标和匹配条件的概念(看[6])。 
考虑方程组(1.1)具如下初值 

( ) ( )0,u x xεψ=                                    (1.4) 

的 Cauchy 问题，其中 0ε > 是一个小参数。本文的主要结果是： 
定理 1.1：设方程组(1.1)是非严格双曲组，(1.3)式成立，且在 0u = 的某个邻域中，A 是适当光滑的，

进一步假设 3F C∈ 满足匹配条件且系统(1.1)不是弱线性退化的，且 

{ }min | ,i i Jα α= ∈ < +∞  

其中 iα 的定义见[2]。最后假设 1Cψ ∈ 且满足 

( ) ( ) ( )( ){ }sup 1 ,
x R

x x x
µ
ψ ψ

∈
′+ + < +∞                           (1.5) 

其中
( )
( )

2

2

2 1
1

2 2
α ρ α ρ

µ
α ρ α ρ ρ

+ + + +
< <

+ + + +
。 ( )1,2ρ ∈ 是一个常数，令 

{ }1 | , ,iJ i i J α α= ∈ =  

如果存在 1m J∈ ，使得 

( ) ( )0 0,ml xψ ≡/  

那么一定存在适当小的 0 0ε > ，使得对任意给定的 ( ]00,ε ε∈ ，Cauchy 问题(1.1)和(1.4)的 C1 解

( ),u u t x= 的一阶偏导数 xu 必在有限时间内破裂且生命跨度 ( )T ε 满足 

( )1
0

0
lim ,T Mα

ε
ε ε

+

+

→
=  

其中 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

1

1
1

0 1

0

d1max sup 0 0 .
! d

i
i

i ii J x R
s

u s
M l x l x

s

α
α

α

λ
ψ ψ

α

−
+

+∈ ∈
=

  
  ′= −      

            (1.6) 

( ) ( )iu u s= 的定义见[2]。 

2. 预备知识 

令 

( ) ( ), 1, , .i i xw l u u i n= =                                 (2.1) 

由(1.2)易知 

( )
1

.
n

x k k
k

u w r u
=

= ∑                                    (2.2) 

令 

( )d
d i

i

u
t t x

λ∂ ∂
= +
∂ ∂

 

表示沿第 i 特征关于 t 的方向导数，有(参见[6]) 
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( ) ( )( ) ( ) ( )
1

d 1, , ,
d

n

i k k k
ki

u u u w r F u i n
t

λ λ
=

= − + =∑   

然后，在广义的标准坐标下，易得 

( ) ( )( ) ( )
, 1

d
1, , ,

d

n
i

ijk j k ijk j k
j ki

u
u u w f u u u i n

t
ρ

=

= + =∑                      (2.3) 

其中 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )1
1 1 10

1 , , , , , , d ,ki
ijk k i jk k k k n

j

r
u u u u u u u u

u
ρ λ λ δ τ τ τ τ τ− +

∂
= − −

∂∫    

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 1

0 0

, , , , , ,
1 d d ,i i i i n

ijk ij k
j k

F u u u u u
f u

u u
στ στ σ στ στ

δ θ τ σ τ− +∂
= −

∂ ∂∫ ∫
 

 

( )
, ,

1, .k

k i
k i

τ
θ τ

≠
=  =

 

显然 

( ) 0, , ,ijj u i jρ ≡ ∀                                   (2.4) 

( ) { }0, , 1, , , ,ijk u i k p jρ ≡ ∀ ∈ ∀                             (2.5) 

( ) 0, , .iikf u i k≡ ∀                                   (2.6) 

而且，由(2.2)和(2.3)，有 

( )( ) ( ) ( )( )
, 1

d d d d d ,
n

i i ijk j k ijk j k
j k

u x u t F u u w f u u u t xλ
=

 − = + ∧  ∑  

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) .ijk ijk j k ijF u u u r uρ λ δ= +∇                            (2.7) 

另一方面，有 

( ) ( )( ) ( )
, 1

d
1, , ,

d

n
i

ijk k j ijk j k
j ki

w
Q u u w u w w i n

t
γ

=

= + =∑                      (2.8) 

其中 

( ) ( ) ( )1
1 1 10

1 , , , , , , d ,ij
ijk jk j j j n

k

v
Q u u u u u u

u
δ τ τ τ τ τ− +

∂
= −

∂∫


   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 | ,
2ijk j k i k j k j iku u u l u r u r u u r u j kγ λ λ λ δ= − ∇ −∇ +  

其中 ( )|j k 表示在前面各项中交换 j 与 k 后所得的项。 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

.
n

ij i j i j
k

v u l u r u F u l u F u r u
=

= − ∇ + ∇∑                     (2.9) 

因此， 

( ) 0, , ,ijjQ u i j≡ ∀                                  (2.10) 

( ) ( )0, , 1, , ,ijj u j i i j nγ ≡ ∀ ≠ =                             (2.11) 
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( ) { } { }0, , 1, , , 1, , ,ijk u j k p i p nγ ≡ ∀ ∈ ∈ +                        (2.12) 

( ) ( ) ( ) ( )1, , .iii i iu u r u i nγ λ= −∇ =                           (2.13) 

而且，由(2.2)和(2.8)，有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
, 1

d d d d d , 1, , ,
n

i i ijk k j ijk j k
j k

w x u t Q u u w u w w t x i nλ
=

 − = + Γ ∧ =  ∑   

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) .ijk ijk i k iju u u r uγ λ δΓ = +∇  

再由(1.3)有 

( ) { } { }0, , 1, , , 1, , .ijk u j k p i p nΓ ≡ ∀ ∈ ∈ +   

在标准坐标下，初始条件(1.4)可以写作(参见[2]) 

( ) ( )0, , ,u x xε ε= Ψ                                 (2.14) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ), 0 ,x L x Oε ψ εΨ = +                             (2.15) 

( ) ( ) ( ) ( )
,

0 .
x

L x O
x
ε

ψ ε
∂Ψ

′= +
∂

                           (2.16) 

而且，根据[7]中的注 2.4.1 可以选取一个适当的标准坐标，使得 

( ) ( ), 1, , .i i i i ir u e e u i n≡ ∀ = 小  

因此，有 

( ) ( )0 0 .R L I= =  

接下来，将给出本文所要用到的两个重要引理(证明见[8]或[9])。 
引理 2.1：假设 ( )w w t= 是常微分方程 

( ) ( ) ( )2
0 1 2

d ,
d
w a t w a t w a t
t
= + +                           (2.17) 

在区间 [ ]0,T 上的 1C 解，其中 T 是给定的正数， ( )0,1,2ia i = 是 [ ]0,T 上的连续函数，且 

( ) [ ]0 0, 0, ,a t t T≥ ∀ ∈  

令 

( ) ( )( )2 10 0
exp d d .

T t
K a t a s s t= −∫ ∫                            (2.18) 

如果 

0 ,w K>  

那么 

( ) ( )( ) ( ) 1
0 1 00 0

exp d d .
T t

a t a s s t w K −< −∫ ∫  

引理 2.2：假设 ( )0,1,2ia i = 是 [ ]0,T 上的连续函数，令 
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( ) ( ){ }0 0max ,0 ,a t a t± = ±  

且 K 如(2.18)所定义。如果 

0 0,w ≥  

且有 

( ) ( )( ) ( ) 1
0 1 00 0

exp d d ,
T t

a t a s s t w K −+ < +∫ ∫  

( ) ( )( ) 1
0 10 0

exp d d ,
T t

a t a s s t K− −<∫ ∫  

那么(2.17)连同初值 ( ) 00w w= 在 [ ]0,T 上有唯一的解 ( )w w t= 。 
且如果 ( ) 0w T > ，则 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
0 0 10 0

exp d d .
T t

w T w K a t a s s t
− − +≥ + − ∫ ∫  

如果 ( ) 0w T < ，则 

( ) ( ) ( )( )1 1
0 10 0

exp d d .
T t

w T K a t a s s t
− − −≥ − ∫ ∫  

3. 定理 1.1 的证明 

不失一般性，定理 1.1 的证明将在标准化坐标下进行，且与[2]中类似，可以假设 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 10 0 0 0 0 0 .p p nλ λ λ λ λ+< = = = < < <                      (3.1) 

由(1.3)知，存在适当小的正常数δ 及 0δ ，使得 

( ) ( ) ( )1 04 , , , 1, , ,p iu v u v i pλ λ δ δ+ − ≥ ∀ ≤ =                       (3.2) 

( ) ( ) ( )1 04 , , , 1, , 1 ,j ju v u v j p nλ λ δ δ+ − ≥ ∀ ≤ = + −                   (3.3) 

( ) ( ) ( )0 , , , 1, , .
2i iu v u v i n
δ

λ λ δ− ≤ ∀ ≤ = 
                      (3.4) 

先假设在 1C 解 ( ),u u t x= 的任一存在域上，恒成立 

( ), .u t x δ≤                                      (3.5) 

在引理 3.3 的证明最后，将解释此假设的合理性。对任意给定的 0T > ，令 

( ) ( )( ){ }0, | 0 , 0 ,T
nD t x t T x tλ δ+ = ≤ ≤ ≥ +  

( ){ }, | 0 , ,TD t x t T x t− = ≤ ≤ ≤ −  

( ) ( )( ){ }0 , | 0 , 0 ,TD t x t T t x tλ δ= ≤ ≤ − ≤ ≤ −  

( ) ( )( ) ( )( ){ }0 0, | 0 , 0 0 .T
nD t x t T t x tλ δ λ δ= ≤ ≤ − ≤ ≤ +  

对 1, ,i n= 
，令 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }0 0, | 0 , 0 0 0 0 0 .T
i i i n iD t x t T t x t tδ η λ λ λ δ η λ λ   = ≤ ≤ − + − ≤ − ≤ + −     

由(3.1)~(3.3)，当 0η > 适当小时，有 

1 2 ,T T T
pD D D= = =  
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{ }, , 1, 1, , ,T T
i jD D i j p n= ∅ ∀ ∈ +   

1
1

.
n

T T T
i

i p
D D D

= +

⊂



 

令 

( ) ( ) ( )
( )1, ,

max 1 , ,
T

T
ii n L D

U D x u t x
µ

∞
±

± =
= +



 

( ) ( ) ( )
( )0

0 1, ,
max 1 , ,

T

T
ii n L D

U D t u t x
µ

∞=
= +



 

( ) ( ) ( )
( )1, ,

max 1 , ,
T

T
ii n L D

W D x w t x
µ

∞
±

± =
= +



 

( ) ( ) ( )
( )0

0 1, ,
max 1 , ,

T

T
ii n L D

W D t w t x
µ

∞=
= +



 

( )
( )

( )( ) ( ){ }1, , , \
max sup 1 0 , ,

T T
i

c
i ii n t x D D

U T x t u t x
µ

λ∞ = ∈

= + −


 

( )
( )

( )( ) ( ){ }1, , , \
max sup 1 0 , ,

T T
i

c
i ii n t x D D

W T x t w t x
µ

λ∞ = ∈

= + −


 

( ) ( )( )1 1, , 0
max sup , d ,T

i
iD ti n t T

U T u t x x
= ≤ ≤

= ∫


 

( ) ( )( )1 1, , 0
max sup , d ,T

i
iD ti n t T

W T w t x x
= ≤ ≤

= ∫


 

其中 

( ) ( ) ( ){ }, | , , .T T
i iD t x t x Dτ τ τ= = ∈  

( )
{ }

( ) ( )1 1, , 1, , 1, ,
max max max sup , d , max max sup , d ,

j j
j j

i iC Ci p j p n i p n j iC C
U T u t x t u t x t

= ∈ + = + ≠

  =  
  

∫ ∫
 

  

 

  

( )
{ }

( ) ( )1 1, , 1, , 1, ,
max max max sup , d , max max sup , d ,

j j
j j

i iC Ci p j p n i p n j iC C
W T w t x t w t x t

= ∈ + = + ≠

  =  
  

∫ ∫
 

  

 

  

其中 jC 表示在 T
iD 上的任一第 j 特征。 

( ) ( )
1, , 0

max sup , ,
x R

ii n t T
U T u t x

∈

∞ = ≤ ≤
=



 

( ) ( )
1, , 0

max sup , .
x R

ii n t T
W T w t x

∈

∞ = ≤ ≤
=



 

由 T
iD 及 TD 的定义容易得到(参见[2])。 

引理 3.1：对于 1, ,i n= 
，在区域 \T T

iD D 上成立 

( )0 ,ict x t Ctλ≤ − ≤  

( )0 ,icx x t Cxλ≤ − ≤  

其中 c 和 C 是不依赖于 T 的正常数。 
引理 3.2：假设(3.1)成立， 1Cψ ∈ ，满足(1.5)，且在 0u = 的一个邻域内， 2A C∈ 。那么一定存在适
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当小的 0 0ε > ，使得对于任意给定的 [ ]00,ε ε∈ ，对于 Cauchy 问题(1.1)及(1.4)的 1C 解 ( ),u u t x= ，在其任

一给定的存在区域 0 t T≤ ≤  (其中 2 1T αε + ≤ )上，存在不依赖于 ε 及 T 的正常数 1κ 和 2κ 使得下面的一致先

验估计式成立： 

( ) ( ) 1, ,T TU D W D κ ε± ± ≤  

( ) ( )0 0 2, .T TU D W D κ ε≤  

引理 3.3：在定理 1.1 的假设下，在标准坐标下，一定存在适当小的 0 0ε > ，使得对于任意给定的

[ ]00,ε ε∈ ，对 Cauchy 问题(1.1)和(1.4)的 1C 解 ( ),u u t x= ，在其任一给定的存在区域 0 t T≤ ≤ 上，存在不

依赖于 ε 及 T 的正常数 ( )3,4,5,6,7,8i iκ = 使得下面的一致先验估计式成立： 
( ) 3 ,cW T κ ε∞ ≤                                    (3.6) 

( ) ( )1 1 4, ,W T W T γκ ε≤                                 (3.7) 

( ) 5 ,cU T κ ε∞ ≤                                    (3.8) 

( ) 6 ,U T γκ ε∞ ≤                                    (3.9) 

( ) ( ) ( )2
1 1 7 8, ,U T U T Tγ ατκ ε κ ε +≤ +                           (3.10) 

其中 
( ) ( )2 1 0,γ α µ α= + − + >  

( )( ) ( )1 1 , 1,2 ,τ γ ρ α µ ρ= + + − ∈  

而且 
( )1 1,T γ αε + ≤                                    (3.11) 

( ) 9 .W T κ ε∞ ≤                                   (3.12) 

证明：先估计 ( )1W T 。在 T
iD 上任作一条第 j 特征 ( ):j jC x x t= 交 T

iD 的边界于点 P1 与点 P2 (当

{ }1, ,i p∈  时， { }1, ,j p n∈ +  ；当 { }1, ,i p n∈ +  时， j i≠ )。过原点作第 i 特征交 jC 于点 P0。设点

P1，P2及P0的 t坐标分别为 1 2,t t 及 ( )0 1 0 20 , ,t t t t T≤ ≤ 。过P1作第 i特征交直线 ( )( )00x tλ δ= − 于点 ( )1 1 1,A t y ，

过 P2 作第 i 特征交直线 ( )( )00nx tλ δ= + 于点 ( )2 2 2,A t y 。有 

( ) ( )( ) ( )( )0 2

1 0
, d , d , d .

j

t t
i i j i jC t t

w t x t w t x t t w t x t t= +∫ ∫ ∫


 

为了估计 ( )( )0

1
, d

t
i jt

w t x t t∫ ，在区域 P1A1OP0 上用 Stokes 公式，就得到 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )
( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )( )

( ) ( )

0

1

1

1 1 0

0 0 00

, 1

, , , d

, 0 0 , 0 d

d d ,

t
i j j j i jt

t
i i

n

ijk k j ijk j kP A OP
j k

w t x t u t x t u t x t t

w t t u t t t

Q u u w u w w t x

λ λ

λ δ λ δ λ λ δ

=

−

≤ − − − −

+ + Γ

∫

∫

∑∫∫

               (3.13) 

由(3.2)~(3.3)及(3.5)，并注意到(2.9)~(2.12)及引理 3.1~3.2，可得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) }( )

0

1
0 1 1 1

2 1 1

, d

1 1 ,

t T c c c
i jt

c c c

w t x t t c W D U T W T W T U T W T W T

W T U T W T T Tµ µ

∞ ∞ ∞

− −
∞ ∞ ∞

≤ + + +


 + + + +  

∫
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今后 c 是不依赖于 ε 和 T 的正常数。同时，对 ( )( )2

0
, d

t
i jt

w t x t t∫ 有类似的估计式。这样得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) }( )

1 1 1 1

2 1 11 1 .

c c c

c c c

W T c U T W T W T U T W T W T

W T U T W T T Tµ µ

ε ∞ ∞ ∞

− −
∞ ∞ ∞

≤ + + +


 + + + +  



 

类似的，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) }( )

1 1 1 1

2 1 11 1 .

c c c

c c c

W T c U T W T W T U T W T W T

W T U T W T T Tµ µ

ε ∞ ∞ ∞

− −
∞ ∞ ∞

≤ + + +


 + + + +  

 

下面估计 ( )cW T∞ 。当 { }1, ,i p∈  时，过任意给定的点 ( ) 1, \T Tt x D D∈ 作第 i 特征交直线 

( )( )00nx tλ δ= + 于点 ( )0 ,D t y ，沿该特征从 0t 到 t 积分(2.8)，得 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0
, 1

, , d .
nt

i i ijk k j ijk j kt
j k

w t x w t y Q u u w u w w sγ
=

 = + + ∑∫                 (3.14) 

由引理 3.2，有 

( ) ( ) ( ) ( )0 0, 1 1 .T
iw t y y W D c t µµ ε −−

+≤ + ≤ +                        (3.15) 

另一方面，由(2.10)和(3.5)，并利用引理 3.1，有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) }( )

0 , 1

1 1 1

2 1
0

d

1 1 .

nt
ijk k j ijk j kt

j k

c c c

c c c

Q u u w u w w s

c W T U T U T W T W T W T

W T U T W T T t µµ

γ
=

∞ ∞ ∞

−−
∞ ∞ ∞

 + 

≤ + +


 + + + +  

∑∫

                      (3.16) 

由(3.4)，有 

( ) ( )0 0
00 0 ,

2 2
x t y t

δ δ
λ λ   − + ≤ − +   
   

 

再由 1
TD 的定义并注意到 ( )( )0 00ny tλ δ= + ，易得 

0 .t t tη ≤ ≤  

于是从(3.14)~(3.16)，并应用引理 3.1，就得到 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) }
1 1 1

2 1

1 0 ,

1 .

i

c c c

c c c

x t w t x

c W T U T U T W T W T W T

W T U T W T T

µ

µ

λ

ε ∞ ∞ ∞

−
∞ ∞ ∞

+ −

≤ + + +

 + + +  

    

当 { }1, ,i p n∈ +  时，由(2.10)，类似地可得 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) }
1 1 1

2 1

1 0 ,

1 ,

i i

c c c

c c c

x t w t x

c W T U T U T W T W T W T

W T U T W T T

µ

µ

λ

ε ∞ ∞ ∞

−
∞ ∞ ∞

+ −


≤ + + +


 + + +  

    
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然后得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) }
1 1 1

2 11 .

c c c c

c c c

W T c W T U T U T W T W T W T

W T U T W T T µ

ε∞ ∞ ∞ ∞

−
∞ ∞ ∞


≤ + + +



 + + +  

  

 

类似地，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }2 1
1 1 1 .c c c c c cU T c U T U T W T U T W T U T U T T µε −

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
 ≤ + + + + +  

   

现在来估计 ( )1U T 和 ( )1U T 。类似于(3.13)，由(2.4)~(2.7)我们有 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )
( )( )( ) ( ) ( )( )( )( )( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

0

1

1

1 1 0

0 0 00

, 1

21 1 1
1

, , , d

, 0 0 , 0 d

d d

1 1 1 .

t
i j j j i jt

t
i i

n

ijk j k ijk j kP A OP
j k

c c c c

u t x t u t x t u t x t t

u t t u t t t

F u u w f u u u t x

c W T U T T U T T U T U T Tµ µ µ

λ λ

λ δ λ δ λ λ δ

ε

=

− − −
∞ ∞ ∞ ∞

−

≤ − − − −

+ +

 ≤ + + + + + +  

∫

∫

∑∫∫
 

类似地可以估计 ( )( )2

0
, d

t
i jt

u t x t t∫ ，因此得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }21 1 1
1 11 1 1 .c c c cU T c W T U T T U T T U T U T Tµ µ µε − − −

∞ ∞ ∞ ∞
 ≤ + + + + + +  

  

类似地，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }21 1 1
1 11 1 1 .c c c cU T c W T U T T U T T U T U T Tµ µ µε − − −

∞ ∞ ∞ ∞
 ≤ + + + + + +  

 

而且，对于任意给定的点 ( ), Tt x D∈ ，有 

( ) ( ) ( )
0

0, , , d ,
x

x
u t x u t x u tξ ξ ξ= + ∫  

其中 ( )0,t x 位于直线 ( )( )00x tλ δ= − 上。于是，由(3.5)和引理 3.1，并利用引理 3.2 易得：当 ( ), Tt x D∈ 时，

成立 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }1
0 1, 1 .T cu t x c U D W T T W Tµ−

∞≤ + + +  

因此，得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }1
0 11 .T cU T c U D W T T W Tµ−

∞ ∞≤ + + +  

由 ( ) 6U T γκ ε∞ ≤ 。对于适当小的 0 0δ > ，恒成立 

( ) 6 0
1, .
2

u t x γκ ε δ≤ ≤  

这说明了假设(3.5)的合理性。利用连续归纳假设即证(3.6)~(3.10)。 
最后，证明 ( ) 9W T κ ε∞ ≤ 。过任意给定的点 ( ), T

it x D∈ ，作第 i 特征 ( ); ,ix s t xξ = 交 TD 的边界之一于

点 ( )0 ,D t y 。沿该特征从 0t 到 t 积分(2.8)，得到 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0
, 1

, , , ; , d .
nt

i i ijk k j ijk j k it
j k

w t x w t y Q u u w u w w s x s t x sγ
=

 = + + ∑∫  

注意到引理(3.1)~(3.2)，和 

( ) ,iii i i iu e c u αγ ≤  

对任意固定的点 ( ), T
it x D∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) }

2

0

2 1

2

,

1

,

T T c c c
i

c c

w t x c W D W D U T W T W T

W T U T W T U T W T W T T

U T W T T

µ

α

+ ∞ ∞ ∞

−
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞

≤ + + +

 + + + + +  

+

 

由引理 3.2 和(3.11)，并应用连续归纳假设，就能立即得到(3.12)。引理 3.3 得证。 
注 3.1：由(3.9)和(3.12)，当 0 0ε > 适当小时，Cauchy 问题(1.1)和(1.4)在 [ ]0,T 上存在唯一的 1C 解

( ),u u t x= ，其中 T 满足(3.11)。因此我们得到了 1C 解 ( ),u u t x= 的生命跨度的下界 
( )1 .T γ αε − +≥  

下面证明定理 1.1。 
显然，为了证明定理 1.1，只要证明 

( ){ }1
0

0
lim ,T Mα

ε
ε ε

+

+

→
≤                                (3.17) 

及 
( ){ }1

0
0

lim .T Mα

ε
ε ε

+

+

→

≥                                (3.18) 

其中 0M 由(1.6)定义。 
接下来，将在标准坐标下考虑问题，并且假设 0 0ε > 是适当小的。 
先来证明(3.17)。由注 3.1，对于任意固定的 ( ]00,ε ε∈ ，Cauchy 问题(1.1)和(1.4)在区域 [ ]10,T 上存在

唯一的 1C 解 ( ),u u t x= ，其中 
( ) ( )1 1 ,T T Tρ αε ε− += ≤ − =                              (3.19) 

( ) ( ) ( )2 21 3 2 3 1 0.ρ γ α α α α µ α α= + − = + + − + + >  

先假设成立 

( ) ( ) ,T γ ρ αε ε − +≤                                   (3.20) 

并将在证明的最后说明此假设的合理性。 
由(1.5)和(1.6)知，存在 1i J∈ 和 0x ∈使得 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

1
1

0 0 01

0

d1 0 0 ,
! d

i
i

i i

s

u s
M l x l x

s

α
α

α

λ
ψ ψ

α

−
+

+

=

 
 ′= − 
  

 

令 

( ) ( )( )1

1

0

d1 .
! d

i
i

s

u s
a

s

α

α

λ

α

+

+

=

= −  
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不妨设 1i m J= ∈ ，且 

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 00 0, 0 0, 0.m ma l x l x x
α

ψ ψ ′> > >  

过 ( )00, x 作第 m 特征 ( )0,mx x t x= 。由 T
mD 的定义知，该特征一定在有限时间 0 0t > 进入 T

mD 并从此落

在其中(参见[2])。在 1C 解的存在区域上，由(2.8)沿该特征有 

( ) ( ) ( )2
0 1 2

d
,

d
m

m m
m

w
a t w a t w a t

t
= + +                            (3.21) 

其中 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1
1

2
1 1 , 1

,

,

2 ,

,

j k

mmm

n

mmj j mmj j
j
j m

n n n

mjk j k mjk j k
j k j k
j m

j k m

a t u

a t Q u u u w

a t Q u w u u w w
λ λ

γ

γ

γ

=
≠

= = =
≠ ≠

≠

=

  = + 




= +



∑

∑∑ ∑

                      (3.22) 

由(3.19)，得到 

0 0 1.t T Tαε −< = <                                     (3.23) 

由(2.4)~(2.6)，并应用引理 3.1~3.3，沿 ( )0,mx x t x= 积分(2.3) 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )( )

0 0

00
1 1

1

1 1

, , 0,

, , d

1

, 0,

m m m

n nt
mjk k j mjk j k m

j k
j m

t t t c c c c

u t x t x u x

u u w f u u u s x s x s

c U D W D U D U t U t t U t W t U t

c t T

µ

γ γ ρ α µ

ρ

ε

= =
≠

−
+ + + ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ − + −

−

 ≤ + 

   ≤ + + + + +  

 ≤ ∀ ∈  

∑∑∫
         (3.24) 

由(2.14)~(2.15)，得到 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
0 0, , 0 , 0,m m mu t x t x l x c t Tγ γ ρ α µε ψ ε + − + −  − ≤ ∀ ∈                    (3.25) 

另一方面，在 1C 解 ( ),u u t x= 的存在域 ( ){ }0, |TD t x T t T≤ ≤ 上，由 Hadamard 公式和引理 3.3，沿

着 ( )0,mx x t x= ，有 

( ) ( ) ( )( ) 1
01 , ,c

mmm mmm m mu u e cU T t c t T Tµ αµγ γ ε− +
∞  − ≤ + ≤ ∀ ∈                   (3.26) 

而且，由(2.13)并由α 及 1J 的定义，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
0 0 00 , , 0 .mmm m m m m m m mu e a l x a u t x t x l x O u

αα α αγ ε ψ ε ψ + = + − +  
       (3.27) 

然后，应用(3.9)，并由(3.25)~(3.26)得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 00 , ,mmm ma t u a l x O t T T
α ϖγ ε ψ ε  = = + ∀ ∈                      (3.28) 

其中 ( ) ( )( ){ }min 1 ,1 1ϖ γ α αγ γ ρ α µ= + + − + − 。 
因此，对于适当小的 0 0ε > ，有 
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( ) ( ) ( )( )0 0 0
1 0 0, ,
2 ma t a l x t T T

α
ε ψ  ≥ > ∀ ∈    

应用 Hadamard 公式和引理 3.3，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1
0

1

,
, , 0,

n Tm
m k k k k k m

k

u t x
w t x w r u r u e e c t T

x
γε +

=

∂
− = − ≤ ∀ ∈

∂ ∑           (3.29) 

与(3.24)类似，应用引理 3.2~3.3，并且由(3.23)，有 

( )( ) ( ) ( ) ( ){ } [ ]min 1 1 ,2 1
0 0 0, , 0, , 0,m m mw t x t x w x c t Tγ α µ α γε + − − + −− ≤ ∀ ∈              (3.30) 

注意到(2.16)，由(3.29)~(3.30)，得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )min 1 1 ,2 1
0 0 0 0, , 0 .m m mw T x T x l x O γ α µ α γε ψ ε + − − + −′= +                (3.31) 

对于适当小的 0 0ε > ，有 

( )( ) ( ) ( )0 0 0 0
1, , 0 .
2m m mw T x T x l xε ψ ′≥  

应用引理 3.3，易得 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
0

1 1 1
1 d 1 .

T c c
T

a t t c U T W T T c
µ γ ρ α µε

− − + −
∞ ∞≤ + + ≤∫                 (3.32) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }
( )( )

0

21
2

1 1

d 1

.

T c c c c
T

a t t c W T U T T W T U T W T

c

µ

γ γ ρ α µε

−

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ − + −

≤ + + +

≤

∫  

然后，有 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

0 0

0 0

2 1

1 1
2 1

exp d d

d exp d ,

T t

T T

T T

T T

K a t a s s t

a t t a s s c γ γ ρ α µε + − + −

= −

≤ ≤

∫ ∫

∫ ∫
                    (3.33) 

则 

( )( ) ( ) ( )0 0 0 0
1, , 0 .
2m m mw T x T x l x Kε ψ ′> >                         (3.34) 

对常微分方程(3.21)具初值 
( )( )0 0 0 0: , ,m m mt T w w T x T x= =  

的 Cauchy 问题应用引理 2.1，得到 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

0 0 0 0
0 1 0 1

1

0 0 0

exp d d exp d d

, , .

T T T t

T T T T

m m

a t a s s t a t a s s t

w T x T x K
−

− ≤

≤ −

∫ ∫ ∫ ∫
 

因此，由(3.28)，(3.31)~(3.34)，易得，存在不依赖于 ε 和 T 的正常数C ，使得 

( ) ( )1 ,T C αε ε − +≤  

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1

0 00 0 .m mC a l x l x
α

ψ ψ
−

 ′>   
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因此，当 0 0ε > 适当小时，成立 

( ) ( ) ( ) ( )1 1,T Cγ ρ α γ ρ α αε ε ε+ + − +≤ ≤  

这就说明了假设(3.20)的合理性。 
现在来证明(3.18)。只需证明对于任意给定的正常数 0M M< ，成立 

( ) ( )1 .T M αε ε − +>                                  (3.35) 

为了证明这个，只需在任意给定的区域 TD 上建立有关 Cauchy 问题(1.1)和(1.4)的解的 1C 范数的一致

先验估计： 
( )10 .T M αε − +< ≤                                  (3.36) 

由引理 3.2~3.3，有 
( ) ( )0, ,TC D

u t x c γε≤  

( ) ( ) ( )0 \
, , 1, ,T T

i
i C D D

w t x c i nε≤ = 
 

因此，下面估计 ( ) ( ) ( )0, 1, ,T
i

i C D
w t x i n= 

，仅估计 ( ) ( )0, T
m

m C D
w t x ，其他的情况可类似地估计出来。 

沿着穿过 x-轴上任意固定的点 ( )0, y 的 m 阶特征 ( ),mx x t y= ，仍然有(3.21)成立，其中 

( )( ), ,mu u t x t y= 。可假设 
( )0, 0.mw y ≥  

(否则，用 1w− 代替 1w )。 

下面首先估计 ( ) ( )00
0, d

T
mw y a t t+∫ ，其中 T 满足(3.36)。应用(3.27)并注意到(3.9)和(3.25)，由(3.22)得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 .m mmm mmm m ma t a l y u u e O
α ϖε ψ γ γ ε= + − +  

那么，由(2.1)，(2.14)，(2.16)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

2
00 0

0, d 0 0

d .

T T
m m m

mmm mmm m m

w y a t t l y c a l y

u u e c t

α α

ϖ

ψ ε ε ψ ε

γ γ ε

+++ ′≤ + 
+ − + 

∫ ∫
    (3.37) 

而且，正如上面指出的， ( ),mx x t y= 一定在一个独立于 ε 的有限时间 0 0t > 时进入 T
mD 并在这之后就

在其中。那么，对于适当小的 0ε > ，由(3.36)并应用 Hadamard 公式和引理 3.2~3.3，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

00

1
0 1

0, d 0 0

1

0 0 .

T
m m m

T T c

m m

w y a t t a l y l y M c

c U D U D U T T U T

a l y l y M c

α ϖ α

µ

α ϖ α

ψ ψ ε

ε

ψ ψ ε

+
+ −

−
± ∞

+
−

′≤ +

 + + + + + 

′≤ +

∫
  

而且，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( )}

( ) ( )

1 0 00

1
1 1

2 1

d

1

,

T T T T T

c c

a t t c U D U D W D W D

U T W T T U T W T

c

µ

γ α αε

± ±

−
∞ ∞

+ − +

≤ + + +

+ + + + +

≤

∫
                  (3.38) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )}
( )

2 2

2 0 0 00

1

2

1 1

2

d

1

,

T T T T T T T

c c c

c c c

a t t c U D W D U D W D W D W D

W T U T W T U T T

W T U T W T U T W T

c

µ

γ α αε

± ± ±

−
∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

+ −

≤ + + +

+ + +

+ + +

≤

∫

 

            (3.39) 

( ) ( )( ) ( )2
2 10 0

exp d d ,
T t

K a t a s s t c γ α αε + −= − ≤∫ ∫                        (3.40) 

及 

( ) 1
00

d .
T

a t t cε −≤∫                                  (3.41) 

因此，由 0M 的定义及(3.37)并应用(3.40)~(3.41)，对于适当小的 0ε > ，有 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }

0 00 0
0

min , 2 1

0

0, d d

1.

T T
m

Mw y K a t t c K a t t
M
M c
M

ϖ α

ϖ α γ α α

ε

ε

+ −

− + − +

+ ≤ + +

≤ + ≤

∫ ∫
                 (3.42) 

因此，由(3.38)~(3.42)，应用引理 2.2，可以得到 

( )( ) [ ], , , 0,m mw t x t y c t Tε≤ ∀ ∈  

因为 y 是任意的，于是有 

( ) ( ), , , T
mw t x c t x Dε≤ ∀ ∈  

那些 1, , 1, 1, ,i m m n= − + 
的情形可以被类似的证明。 

那么，注意到(2.2)，最终得到 
( ) ( )0, .Tx c D

u t x cε≤  

因此，对于任意正常数 0M M< ，Cauchy 问题(1.1)和(1.4)在区域 ( )( )10tD t M αε − +≤ ≤ 上存在唯一解。

这意味着当 0ε > 适当小时，(3.35)成立，这就证明了(3.18)。定理 1.1 证毕。 
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