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Abstract 
A kind of universal difference method is constructed for the time fractional telegraph equation. 
The stability and convergence of the difference method are analyzed by Fourier method. Finally, 
the effectiveness of the method for solving the fractional telegraph equation is verified by numer-
ical experiments. The comparison of different θ values is carried out. The numerical results show 
that the numerical solution is better when θ is around 0.5. Therefore, it is effective to solve the 
time-fractional telegraph equation by the universal difference method. 
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摘  要 

对时间分数阶电报方程构造了一类普遍性差分方法，采用傅里叶方法分析该类差分方法的稳定性和收敛

性；最后，通过数值试验验证本文方法求解分数阶电报方程的有效性。选取不同θ值进行比较分析，数值

结果表明当θ取0.5附近时，数值解的精度较好；表明普遍性差分方法求解时间分数阶电报方程是有效的。 
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1. 引言 

随着分数阶微积分在工程和其他方面的重要作用，最近几年，更多的学者研究分数阶微积分的求解

方法，其中就有很多关于分数阶电报方程的研究[1] [2] [3] [4]。目前最为常用的当属分离变量法，通过该

方法或者与其他方法相结合可以一定条件下给出分数阶电报方程的解析解，章红梅等[5]、J. Chen 等[6]、
王学彬和刘发旺[7] [8]等人就是借助了该方法求解了不同边界条件的包括一维、二维、三维情况在内的各

类时间分数阶电报方程的解析解或近似解，部分解析解还可以表示成级数形式，极大地推进了分数阶电

报方程的工程应用。此外 R. F. Camargo 等人[9]借助 Laplace 和 Fourier 变换讨论了广义上的空间–时间分

数阶电报方程的解的性质，但未能给出具体的解析解。 
随着分数阶电报方程在各个领域中的应用不断增强，并且一般情况下解析解很难给出，因此分数阶

电报方程的数值算法的研究也随之不断发展，当前已有许多学者和专家给出了不同的求解分数阶电报方

程数值解的方法。综合来看，目前为止最有效、最常用的方法有差分方法、有限元方法、谱方法、同伦

分析法等。Ford [10]等采用有限差分法求解分数阶电报方程的近似数值解；文献[11]通过组合正交勒让德

多项式与 Tau 方法方式来求解分数阶电报方程的数值解；文献[12]用同伦分析法求解空间分数电报方程

的数值解。文献[13]则利用切比雪夫多项式求解电报方程的数值解。陈善镇[14]采用有限差分法构造了

Riesz 空间分数阶电报方程的隐式差分格式，通过数值算例验证了差分解法的可行性，同时差分格式稳定

性和收敛性的证明则通过矩阵分析的方法给出。 
针对时间分数阶电报方程，本文构造了一类普遍性差分方法，采用傅里叶方法分析差分格式的稳定

性和收敛性；通过数值算例验证理论分析，说明普遍性差分方法求解分数阶电报方程的有效性。 

2. 分数阶电报方程的普遍性差分格式 

2.1. 分数阶电报方程 

考虑如下时间分数阶电报方程： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

, , , 1, , 0 , 0, 1
2

u x t u x t u x t
k f x t x L t

t t x

α α

α α α
∂ ∂ ∂

+ = + < < > < ≤
∂ ∂ ∂

                 (1) 

其初始条件为： ( ) ( )0,0u x xφ= ，
( ) ( )1

,0u x
x

t
φ

∂
=

∂
，边界条件为： ( )0, 0u t = ， ( ), 0.u L t =  

2.2. 普遍性差分格式的构造 

为了得到分数阶电报方程的显–隐差分格式，首先对求解区域作一网格剖分：取空间步长 h L M= 和

时间步长 T Nτ = ，其中 M，N 都是自然数；有 ( )1,2, , ,ix ih i M Mh L= = = ； ( )1,2, , ,kt k k N N Tτ τ= = =

网格节点为 ( ), .i kx t  
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时间分数阶导数可采用 L1 公式[3]： 

( )
( ) ( ) ( )1 2

0

,
,

2

k
i k

j t i k j
j

u x t
c u x t o

t

α α
α

α

τ τ
α

−
+ −

−
=

∂
= ∇ +
Γ −∂ ∑                          (2) 

和 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 -1
1 2 3 2

1 02
0

,
, 2 , ,

3 2

k
i k

j t i k j k i i t i
j

u x t
d u x t d u x t u x t u x o

t

α α
α

α

τ δ τ τ
α

−
+ −

−
=

∂
= + − − +
Γ −∂ ∑           (3) 

当 0j = 或者 j k= 时上式会出现项 1
iu− ，用初始边界条件去逼近 1

iu− ， ( ) ( )1 1 3
12i i iu u ku x O τ− = − + ，误

差忽略不计。 
空间二阶导数采用中心差分离散： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 2
12

,
, 1 ,i k

x i k i k

u x t
u x t u x t o h

x
δ θ θ+

+

∂
 = + − + ∂

                       (4) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1, , 2 , ,x i k i k i k i ku x t u x t u x t u x tδ − += − + ， ( ) ( ) ( )1, , ,t i k i k i ku x t u x t u x t+∇ = − ， 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 1, , 2 , ,t i k i k i k i ku x t u x t u x t u x tδ − += − + ， ( )1 11jc j jα α− −= + − ， ( )2 2 2 21jd j jα α− −= + − ， 

0,1,2, , 1.j k= −  
把式(2, 3, 4)代入分数阶电报方程(1)得到其普遍性差分格式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 -1

2 2
1 12

0 0
, , , 1 , ,

3 2 2

k k

j t i k j j t i k j x i k i k i k
j j

kc u x t d u x t u x t u x t f x t
h

α ατ τδ δ θ θ
α α

− −

− − + +
= =

 + ∇ = + − + Γ − Γ −∑ ∑  (5) 

其中， 0 1θ≤ ≤ 。令 k
iu 表示函数 ( ),u x t 在点 ( ),i kx t 的值； k

if 表示函数 ( ),f x t 在点 ( ),i kx t 的值；设

( )
2

3 2
a

ατ
α

−

=
Γ −

，
( )2

b
ατ
α

−

=
Γ −

， 2

kr
h

= ，则普遍性差分格式可写为如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1 1

2 2 1 1
1 0

0 0
2 , , 1 .

k k
k j k j k k k

j t i k i i t i j t i x i i i
j j

a d u d u x t u x t u x b c u r u u fδ τ δ θ θ
− −

− − + +

= =

 + − − + ∇ = + − + ∑ ∑  

普遍性差分格式改成矩阵形式： 

( ) ( ) ( )1 0 1

1 1 2 1 0 1
1 2 1

2 2 1 2 ,

2 .k k k k
k k k k

a b E r G U a b E r G U a H F

AU BU q U q U q U q U ad H F

θ θ τ

τ+ − +
− −

 + + = + − − + +      


= + + + + + + + 

                 (6)

 
其中， ( ) ( )0 0 1 0 12q a d d b c c= − + − ， ( ) ( )1 1 12 , 1, 2,3, , 2j j j j j jq a d d d b c c j k− + += − + − + − = − ，

( ) ( )1 2 1 12 2k k k k k kq a d d d b c c− − − −= − + − + − ， ( )12k k k kq a d d bc−= − + ， 1 2 1, , ,k k k k
mU u u u −

′ =   ，

( ) ( ) ( )0
0 1 0 2 0 1, , , mU x x xϕ ϕ ϕ −

′ =   ， ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 1, , , mH x x xϕ ϕ ϕ −
′ =   ， [ ]1 2 1, , , mF f f f −

′=  ，

( )0 0A ad bc E r Gθ= + + ， ( ) ( )( ) ( )0 1 0 12 1B a d d b c c E r Gθ= − + − − − ，

 
2 1
1 2 1

.
1

1 2

G

− 
 − − 
 =
 

− 
 − 

  

 

 

由矩阵 A 定义可知，A 是严格对角占优矩阵，所以分数阶电报方程的普遍性差分格式是唯一可解的。 
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3. 普遍性差分格式解的稳定性和收敛性分析 

3.1. 差分格式稳定性分析 

假设 n
iu 是普遍性差分格式的近似解，定义误差 n n n

i i iu uε = −  ， 0 0n n
Mε ε= = ， ( )1 2 1, , ,n n n n

Mε ε ε ε −=  。满

足如下误差扰动方程： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

1 1 1 0 0 0
1 1 1 1

1 1 1
1 1 0 1 0 1

1
0

1 1
1

2 2 2 2 1 1 ,

2 2 2 1

1 .

i i i i i i

k k k k
i i i i

k
k k k j
i i j i k i

j

a b r r a b r r

a b r r a d d b c c r

r q q

θ ε θ ε ε θ ε θ ε ε

θ ε θ ε ε θ ε

θ ε ε ε ε

+ − + −

+ + +
+ −

−
−

+ −
=


 + + − + = + − − + − +

  + + − + = − + − − −  

 + − + + +

∑

              (7) 

下面使用 Fourier 方法分析普遍性差分格式的稳定性。在此，定义网格函数 

( ) (
[ ] ( ]

1 2 1 2

1 2 2

, , , 1, 2,3, , 1,

0, , 2 2, .

n
l l ln x x x l M

x
x L h L h L

ε
ε − +

 ∈ = − = 
∈ ∪ −



 

对 ( )n xε 进行傅立叶展开： 

( ) ( )
2

e 1 , 0,1,2, ,
j xin n L

j
j

x v i n Nε
π+∞

=−∞

= = − =∑ 

 

其中
2

1

21 e d , 0, 1, .
j xiLn n L

j L
v x j

L
ε

π

= = ± ±∫   

定义范数： ( ) ( )
12 2

1 2 1
1

, , ,
M

n n n n n
j M

j
x hε ε ε ε ε

−

−
=

= ∑  。由于 0 0n n
Mε ε= = ，有 

( ) ( )2

1

2 2 2
d .

Ln n n
L

x x xε ε ε= =∫  

从而利用 Parseval 定理 ( )
2 2n n

j
j

x L vε
+∞

=−∞

= ∑ ，得出 

( )
12 2 2

1
, 0,1, ,

M
n n n

j j
j j

x h L v n Nε ε
− +∞

= =−∞

= = =∑ ∑   

基于以上分析，可以假设方程误差解的形式为
2e .n n i lh

l
jv
L

λε λ π = = 
 

 

当 1k = 时， 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 02 2 e e 2 2 1 1 e ei h i h i h i ha b r r r v a b r r vλ λ λ λθ θ θ θ θ− −+ + − − = + − − + − +               (8) 

因 e cos sini h h i hλ λ λ± = ± ， ( )2 1sin e 2 e
2 4

i h i hh λ λλ −= − − + ，可得 

( ) 2

1 0
2

2 4 1 sin
2 .

2 4 sin

ha b r
v v

a b r h

λθ

θ λ

+ − −
=

+ +  

由

( ) 2

2

2 4 1 sin
2 1

2 4 sin

ha b r

a b r h

λθ

θ λ

+ − −
≤

+ +
，可得 ( )2 1 2 2r a bθ− ≤ + ；因此，普遍性差分格式的稳定条件为：当
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10
2

θ≤ < 时，
( )
2

2 1 2
a br

θ
+

≤
−

；当
1 1
2

θ≤ ≤ 时，无条件稳定。 

当 1k > 时， 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1
0

0 1 0 1
1

2 e e

2 2 1 1 e e

i h i h k

k
i h i h k k j

j k
j

a b r r v

a d d b c c r r v q v q v

λ λ

λ λ

θ θ

θ θ

− +

−
− −

=

+ + − +

 = − + − − − + − + + +  ∑
             (9) 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

2 1

1
2 0

0 1 0 1
1

1
2 0

0 1 0 1
1

2 0
0 1 0 1 1 0 1

2 0

4 sin

2 4 1 sin

2 4 1 sin

2 4 1 sin

4 1 sin

k

k
k k j

j k
j

k

j k
j

a b r h v

a d d b c c r h v q v q v

a d d b c c r h q q v

a d d b c c r h bc a d d v

a b r h v

θ λ

θ λ

θ λ

θ λ

θ λ

+

−
−

=

−

=

+ +

 = − + − − − + + 

 
 ≤ − + − − − + +  

 
 ≤ − + − − − + + − 
 ≤ + − − 

∑

∑
 

由

( ) 2

2

4 1 sin
2 1

4 sin

ha b r

a b r h

λθ

θ λ

+ − −
≤

+ +
，可得 ( )2 1 2 2r a bθ− ≤ + ；此时普遍性差分格式的稳定条件为：当

10
2

θ≤ < 时，
( )2 1 2
a br

θ
+

≤
−

；当
1 1
2

θ≤ ≤ 时，无条件稳定。 

所以，有如下定理： 

定理 2：当
1 1
2

θ≤ ≤ 时，分数阶电报方程的普遍性差分格式为无条件稳定的；当
10
2

θ≤ < 且

( )2 1 2
a br

θ
+

≤
−

时，分数阶电报方程的普遍性差分格式是稳定的。 

3.2. 差分格式收敛性分析 

定义精确解和数值解之间的误差为 

( ) ( ), 1, 2, , ; 1, 2, , 1k k
j j k je u x t u k N j M= − = = −   

和 
T

1 2 1, , ,k k k k
Me e e e − =   ，

T

1 2 1, , , .k k k k
MR R R R − =    

则初始条件和边界条件为 
0

0

0, 0,1, , ,

0, 0,1, ,
i
k k

M

e i M

e e k N

= =

= = =





 

下面使用 Fourier 方法分析普遍性差分格式的收敛性。在此，定义网格函数 

( ) ( )

0,0 ,
2

, , 1, 2, , 1, 1, 2, ,
2 2

0,
2

k k
j j j

hx

h he x e x x x j M k N

hL x L

 ≤ ≤

= − < ≤ + = − =



− < ≤

   
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和 

( ) ( )

0,0 ,
2

, , 1, 2, , 1, 1, 2, ,
2 2

0, ,
2

k k
j j j

hx

h hR x R x x x j M k N

hL x L

 ≤ ≤
= − < ≤ + = − =

 − < ≤


   

( ) ( ),k ke x R x 的 Fourier 展开形式为： 

( ) ( ) 2ek i lx L
k

l
e x lη

∞
π

=−∞

= ∑ ，其中系数 ( ) ( ) 2
0

1 e d .
L k i lx L

k l e x x
L

η − π= ∫  

( ) ( ) 2ek i lx L
k

l
R x lξ

∞
π

=−∞

= ∑ ，其中系数 ( ) ( ) 2
0

1 e d .
L k i lx L

k l R x x
L

ξ − π= ∫  

同样，关于离散 2 模，有 

( )
12 2 2

2 1
,

M
k k

j k
j l

e h e lη
− ∞

= =−∞

= =∑ ∑                                  (10) 

( )
12 2 2

2 1
.

M
k k

j k
j l

R h R lξ
− ∞

= =−∞

= =∑ ∑                                 (11) 

基于上面的分析，假设 ek i jh
j ke ση= ， ek i jh

j kR σξ= ，其中 2 .m Lσ = π  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

1 1 1 0 0 0 1
1 1 1 1

1 1 1
1 1 0 1 0 1

1
0 1

1 1
1

2 2 2 2 1 1 ,

2 2 2 1

1 .

i i i i i i i
k k k k
i i i i

k
k k k j k
i i j i k i i

j

a b r e r e e a b r e r e e R

a b r e r e e a d d b c c r e

r e e q e q e R

θ θ θ θ

θ θ θ

θ

+ − + −

+ + +
+ −

−
− +

+ −
=


 + + − + = + − − + − + +
  + + − + = − + − − −  

 + − + + + +


∑

           (12) 

其中 ( )2 2 .k
iR K hατ −≤ +

 

引理 1：设 ( )1,2, ,k k Nη =  是方程(10)的解，存在一个正数 2c ，使得 
1

2 1 1, 1,2, , .k kc a k Nη ξ−
−≤ =   

证明由定义，可知 0 0e = ，有 ( )0 0 0.mη η≡ =  
另外，有 

( )2 2
12

,kR c L hατ −≤ +                                    (13) 

(11)式等式右边的系数数列是收敛的，因此存在一个正数 2c 使得 

( ) ( )2 1 2 1 , 1, 2, , .k k m c c m k Nξ ξ ξ ξ≡ ≤ ≡ =                            (14) 

因此有 

2 1, 1, 2, , .k c k Nξ ξ≤ =   

参考稳定性证明，使用数学归纳法可得 
当 1k = 时，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 0 0 0 1
1 1 1 12 2 2 2 1 1i i i i i i ia b r e r e e a b r e r e e Rθ θ θ θ+ − + −+ + − + = + − − + − + + , 

1
1 1 0 12

1
2 4 sin

q
a b r h

η ξ ξ
θ λ

−= ≤
+ +

. 

https://doi.org/10.12677/aam.2019.89181


吴立飞，杨晓忠 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2019.89181 1550 应用数学进展 
 

当 1k > 时， 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1
1 1

1
0 1

0 1 0 1 1 1
1

2

2 2 1 1

k k k
i i i

k
k k k k j k
i i i j i k i i

j

a b r e r e e

a d d b c c r e r e e q e q e R

θ θ

θ θ

+ + +
+ −

−
− +

+ −
=

+ + − +

 = − + − − − + − + + + +  ∑
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1
2 1 2

0 1 0 1
1

1
2 1 1

0 1 0 1 2 1
1

1
2 1

0 1 0 1 2 1
1

0 1 0

4 sin 2 4 1 sin

2 4 1 sin 1

2 4 1 sin

2

k
k k k j k

j
j

k

k j k j
j

k

j k k
j

a b r h a d d b c c r h q R

a d d b c c r h q q q c

a d d b c c r h q q c q

a d d b c

θ λ η θ λ η η

θ λ ξ

θ λ ξ

−
+ −

=

−
− −

−
=

−
−

=

 + + = − + − − − + + 

 
 ≤ − + − − − + +  

 
 
 ≤ − + − − − + +  

 
≤ − +

∑

∑

∑

( ) ( ) ( ){ }
( )

2 1
1 1 0 1 2 1

2 1
2 1

4 1 sin

4 1 sin

k

k

c r h bc a d d c q

a b r h c q

θ λ ξ

θ λ ξ

−

−

 − − − + + − 
 ≤ + − − 

 

即 

( ) 2
1 1 1

2 1 2 12

4 1 sin
,

4 sin
k

k k

a b r h
c q c q

a b r h

θ λ
η ξ ξ

θ λ
+ − −

+ − −
≤ ≤

+ +
 

( )

1 1

1 11

1lim lim lim ,
11 11 1

n

n n n

c n n
n n n

n

α

α α αα α

− − −

− −−→∞ →∞ →∞
= = =

−− −  − − 
 

 

由 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 12 2
3 2 2k k k k k k kq a d d c d d c

α ατ τ
α α

− −

− −= − + = − +
Γ − Γ −

，可知
1 1

k kq c
n nα α

− −

≤ ， 

1 1 1lim lim .
1

k k
n n

q c
n nα α α

− −

→∞ →∞
≤ =

−
 

则存在正常数 1C ，使得 

( )
( ) ( ) ( )

1 1
2 1 2 1 2 1 1 1 , 1, 2, , .

2 1 2
k k

k

k c Tc q c c C k N
k

α α

α

τ
η ξ ξ ξ ξ

α α α
+ −≤ ≤ ≤ = =

Γ − − Γ −
  

其中
( ) ( )1 2.
1 2

TC c
α

α α
=

− Γ −
 

同稳定性分析，由
( ) 2

2

4 1 sin
1

4 sin

a b r h

a b r h

θ λ

θ λ

+ − −
≤

+ +
可知，普遍性差分格式的收敛条件为： 

当
10
2

θ≤ < 时，
( )2 1 2
a br

θ
+

≤
−

；当
1 1
2

θ≤ ≤ 时，无条件收敛。 

综上，可有 

定理 3：当 1 1
2

θ≤ ≤ 时，分数阶电报方程的普遍性差分格式是无条件收敛的，收敛阶是 ( )2 2O hατ − + ；

当
10
2

θ≤ < 时，分数阶电报方程的普遍性差分格式收敛的条件是
( )

.
2 1 2

a br
θ

+
≤

−
 

4. 数值试验 

基于 Intel Core i5-2400 CPU@3.10 GHz，在 MatlabR2014a 环境下进行数值试验；我们将通过数值试
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验验证前面的理论分析。 
例 1 考虑如下时间分数阶电报方程[6] 

( ) ( ) ( ) ( )
1.6 0.8 2

1.6 0.8 2

, , ,
, , 0 1, 0

u x t u x t u x t
f x t x t

t t x
∂ ∂ ∂

+ = + < < >
∂ ∂ ∂

 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0.4 1.2 22 2, 1 2 1
1.4 2.2

f x t x x t t t
 

= − + + +  Γ Γ 
， 

初边值条件： ( ) ( ) ( ),0 1 , ,0 0,0 1tu x x x u x x= − = < < ； ( ) ( ) ( ) ( )1 20, 0, , 0.u t u t u L t u t= = = =  

则该方程有精确解： ( ) ( ) ( )2, 1 1 .u x t t x x= + −  

取 200M = ， 100N = 时，其解析解曲面见图 1；此时 1.0 04r e= + ，令
( )2 1 2c
a br

θ
+

=
−

，当 0.2θ = 时， 

4.57537 03cr e r+ <= ，不满足普遍性差分格式稳定条件，其数值解呈指数增长趋势，其数值解曲面见图

2；当 0.4θ = 时， 1.37261 04cr e r+ >= ，满足普遍性差分格式稳定条件，其数值解曲面见图 3~图 4 可以

很好逼近解析解曲面、且光滑；当 0.5θ ≥ 时，普遍性差分格式无条件稳定，其解析解曲面与解析解曲面

相近，且光滑，可以很好逼近解析解；与前面普遍性差分格式的稳定性分析一致。 
当 0.5θ ≥ 时，普遍性差分格式无条件稳定。考察 0.5θ = 和 1.0 时普遍性差分格式的稳定性，分别取

200M = ， 50N = 和 400M = ， 200N = 两种情况，由图 5~图 8 可知，隐式格式和 C-N 格式无条件稳定，

并且普遍性差分格式离散解较好地逼近了解析解。 
 

 
Figure 1. Exact surface solution 
图 1. 精确解曲面 

 

取 M = 200，N = 100，差分格式解与解析解的误差情况见表 1。由表 1 可知，当 θ = 0.5 时(C-N 格式)
的精度比 θ = 1 (隐式格式)的精度要好，且数值解均小于解析解；当 θ = 0.4 时数值解的绝对误差与 θ = 0.5
时基本相同，但此时数值解大于解析解的值。因此当 θ取 0.4 至 0.5 中间某值得时候精度可取的最好。如

图 9 所以，当 θ = 0.45 时的误差要小于其他三种情况。由表 1 和图 9 可以看出，当 θ取值在 0.5 附近时精

度较高，对于例 1 而言，当 θ = 0.45 时普遍性差分格式的精度最好。对方程进行离散时网格划分越密集，

所得的差分格式解越平滑越接近于解析解，采用普遍性差分格式，尤其是 θ = 0.5 附近值时普遍性差分方

法求解时间分数阶电报方程是可行的。 
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Figure 2. Universal difference scheme for surface solution when θ = 0.2 
图 2. 当 θ = 0.2 时普遍性差分格式解曲面 

 

 
Figure 3. Universal difference scheme for surface solution when θ = 0.4 
图 3. 当 θ = 0.4 时普遍性差分格式解曲面 

 

 
Figure 4. Universal difference scheme for surface solution when θ = 0.5 
图 4. 当 θ = 0.5 时普遍性差分格式解曲面 
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Table 1. Error analysis of solutions of universal difference schemes (M = 200, N = 100) 
表 1. 普遍性差分格式解的误差分析(取 M = 200, N = 100) 

x 精确解 θ = 1 误差值 θ = 0.5 误差值 θ = 0.4 误差值 

0.1 0.1800 0.179790 2.094338E−04 0.179981 1.841547E−05 0.180019 −1.987445E−05 

0.2 0.3200 0.319629 3.05689E−04 0.319965 3.484993E−05 0.320032 −3.244954E−05 

0.3 0.4200 0.419515 4.47175E−04 0.419952 4.772436E−05 0.420039 −3.988088E−05 

0.4 0.4800 0.479447 5.28257E−04 0.479944 5.590459E−05 0.480043 −4.371741E−05 

0.5 0.5000 0.499424 5.54648E−04 0.499941 5.870740E−05 0.500044 −4.489234E−05 

0.6 0.4800 0.479447 5.28257E−04 0.479944 5.590459E−05 0.480043 −4.371741E−05 

0.7 0.4200 0.419515 4.47175E−04 0.419952 4.772436E−05 0.420039 −3.988088E−05 

0.8 0.3200 0.319629 3.05689E−04 0.319965 3.484993E−05 0.320032 −3.244954E−05 

0.9 0.1800 0.179790 2.94338E−04 0.179981 1.841547E−05 0.180019 −1.987445E−05 

 

 
Figure 5. Solution of C-N (θ = 0.5) format at N = 200 and M = 50 
图 5. N = 200，M = 50 时 C-N (θ = 0.5)格式解 

 

 
Figure 6. Solution of C-N (θ = 0.5) format at N = 400 and M = 200 
图 6. N = 400，M = 200 时 C-N (θ = 0.5)格式解 
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Figure 7. Implicit (θ = 1) scheme solutions for N = 200 and M = 50 
图 7. N = 200，M = 50 时隐式(θ = 1)格式解 

 

 
Figure 8. Implicit (θ = 1) scheme solutions for N = 400 and M = 200 
图 8. N = 400，M = 200 时隐式(θ = 1)格式解 
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Figure 9. Error surface of universal difference schemes when theta takes different values 
图 9. 当 θ取不同值时普遍性差分格式的误差曲面 

5. 结论 

本文对时间分数阶电报方程构造了一类普遍性差分方法，分析了该种差分方法解的存在唯一性，稳

定性和收敛性，最后进行了数值实验；对比解析解与数值解，结果表明该类方法尤其是当 θ 取 0.5 附近

时，对数值求解时间分数阶电报方程是有效的、可行的。 
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