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Abstract 
In this paper, we shall introduce set-valued and its properties, and discuss the functional set-valued 
stochastic differential equation. When the initial value is given, we shall prove the existence and 
uniqueness of solution of the type of functional set-valued stochastic differential equation. 
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摘  要 

本文介绍了集值及其性质，泛函集值随机微分方程，在给定初值的情况下，给出了一类泛函集值随机微

分方程的强解的存在性和唯一性的证明。 
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1. 前言及基础不等式 

在许多金融、医学、控制等实际问题中，随机微分方程有着广泛的应用[1] [2] [3]。 
本文给出 ( )dK  表示 d-维欧氏空间的闭子集， ( )d

kK  表示 d-维欧氏空间的紧子集。Hausdorff 距离

定义如下： 

( ) ( ) ( ){ }, max sup , ,sup ,H a A b Bd A B d a B d b A∈ ∈=  

其性质(见[4]引理 1.1.11) 

( ) ( ) ( ), , ,H H Hd A B C D d A C d B D+ + ≤ +                             (1) 

更多的记号详见[4]。 
关于集值 Lebesgue 积分的不等式(见[5]定理 5)， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
0 0 0

, d , , d , , , d
t t t

H Hd F s s G s s t d F s G s sω ω ω ω≤∫ ∫ ∫                      (2) 

令 0τ > ， [ ] ( )( ),0 ; dC Kτ−  是所有的从 [ ],0τ− 到 ( )dK  的 Hausdorff 距离连续的集值映射的全体。

集值泛函随机微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )d , d , d ,t tF t b t F t t F G t t Iσ= + ∈  

其中， ( ){ }: 0tF F t θ τ θ= + − ≤ ≤ 是 [ ] ( )( ),0 ; dC Kτ−  -值随机过程，映射 [ ] ( )( ) ( ): ,0 ; d db I C K Kτ× − → 
是可测的集值随机过程，映射 [ ] ( )( ): ,0 ; d d mI C Kσ τ× − → ⊗   是有界可料可测的随机过程， ( )G t 是

集值平方可积鞅(见[6])。 

2. 初值问题 

不同于一般的随机微分方程，它应该是包含 ( )F t 在 [ ],0τ− 的所有信息，而不是只有 ( )0F 是已知的，

因此假设： 

( ) ( ){ }0 : 0F ξ ξ θ τ θ= = − ≤ ≤ 是 0 可测的 [ ] ( )( ),0 ; dC Kτ−  -值的随机映射，且满足 

[ ]( )2
,0sup Kθ τ ξ∈ − < ∞ 。 

3. 方程解的存在唯一性证明 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 , d , d ,
t t

s sF t L b s F s M s F G s t Iξ σ= + + ∈∫ ∫  

在集值泛函随机积分方程中，第一部分积分 ( ) ( )
0

, d
t

sL b s F s∫ 是集值随机 Lebesgue 积分；第二部分积

分 ( ) ( ) ( )
0

, d
t

sM s F G sσ∫ 是随机过程关于集值平方可积鞅的随机积分(见[6])。为简化，在本文中我们省去

了集值随机 Lebesgue 积分前的“(L)”及关于集值平方可积鞅的随机积分前的“(M)”。 

1) 线性增长条件：对 [ ] ( )( ),0 ; d
kC Kϕ τ∀ ∈ −  ， ∃常数 a，s.t.对 t I∀ ∈  

( ) ( )
[ ]

( )2 2 22

,0
, , 1 sup

K K
b t t a

θ τ
ϕ σ ϕ ϕ θ

∈ −

 
+ ≤ + 
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2) Lipschitz 连续条件：对 [ ] ( )( ), ,0 ; d
kC Kϕ φ τ∀ ∈ −  ， ∃常数 a ，s.t.对 t I∀ ∈  

( ) ( )( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( )( )22 2 2

,0
, , , , , sup ,H Hd b t b t t t a d

θ τ
ϕ φ σ ϕ σ φ ϕ θ φ θ

∈ −
+ − ≤  

3) 集值积分不等式： 

( ) ( )( )
[ ]

( ) ( )( )2 2
0 0 0 ,0

, d , , d sup , d
t t t

H s s HEd s G s G E d s
θ τ

σ ϕ σ φ ϕ θ φ θ
∈ −

≤∫ ∫ ∫  

对于任意满足条件且为紧集值的初值 0F (即 0F 为 [ ] ( )( ),0 ; d
kC Kτ−  值映射)，集值泛函微分方程存在

唯一强解。 
证明： 
存在性 
定义 ( ) ( )0 0

0 , 0 ,F F t t Iξ ξ= = ∀ ∈ ，并且令 0 , 0,1, 2,nF nξ= = ，利用 Picard 迭代，对任意 t I∈ ，定义 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0

0 , d , d
t tn n n

s sF t b s F s s F G sξ σ+ = + +∫ ∫  

[ ] ( ) ( )( )
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1 0
0,

2 0 0
0, 0 0

sup ,

sup 0 , d , d , 0

Hr t

r r
H s sr t

d F r F r

d b s F s s F G sξ σ ξ

∈

∈= + +∫ ∫




 

由(1)式，Hausdorff 距离的性质， 

[ ] ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) [ ] ( ) ( )

2
0 0

0, 0 0

2 2
0 0

0, 0,0 0

sup , d , d

2 sup , d 2 sup , d

t t
s sr t

K K

t t
s sr t r t

K K

b s F s s F G s

b s F s s F G s

σ

σ

∈

∈ ∈

 = + 
 

≤ +

∫ ∫

∫ ∫

上式 

 
 

由 Cauchy-Schwarz 不等式和集值积分不等式， 

( ) [ ]

( ) [ ]

2 22 0 0
,00 0 0

2 20 0
,00 0

2 1 d , d 2 sup d

2 , d 2 sup d

t t t
s s KK

t t
s s KK

s b s F s F s

t b s F s F s

θ τ

θ τ

∈ −

∈ −

 ≤ + 
 

= +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

上式  

 
 

由线性增长条件，可知 

[ ]( ) [ ]

[ ] ( )( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( )

2 22 0 0
,0 ,00 0

2 22 2
,0 ,0

22 2 2
,0

2 1 sup d 2 sup d

2 1 sup 2 sup

2 2 1 sup

t t
s sK K

K K

K

t a F s F s

a t t

a T a T T

θ τ θ τ

θ τ θ τ

θ τ

ξ θ ξ θ

ξ θ

∈ − ∈ −

∈ − ∈ −

∈ −

≤ + +

≤ + +

≤ + + < ∞

∫ ∫上式  

 



 

[ ] ( ) ( )( )

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

[ ]
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

[ ]
( ) ( )( )

2 1
0,

2 1 1
0 0 0 00,

2
1 1

0 0 0 00,

2 1
0 00,

sup ,

sup 0 , d , d , 0 , d , d

sup , d , , d , d , , d

2 sup , d , , d

n n
Hr t

r r r rn n n n
H s s s s

r t

r r r rn n n n
H s s H s s

r t

r rn n
H s s

r t

d F r F r

d b s F s s F G s b s F s s F G s

d b s F s b s F s d s F G s s F G s

d b s F s b s F s

ξ σ ξ σ

σ σ

+
∈

− −

∈

− −

∈

−

∈

= + + + +

≤ +

≤

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫








[ ]

( ) ( ) ( ) ( )( )2 1
0 00,

2 sup , d , , d
r rn n

H s s
r t

d s F G s s F G sσ σ −

∈
+ ∫ ∫

 

由(2)式，闭集值 Lebesgue 积分的不等式和集值积分不等式可得 
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( ) ( )( )
[ ]

( )2 1 2 1
0 0 ,0

2 , , , d 2 sup , d
t tn n n n

H s s H s st d b s F b s F s d F F s
θ τ

− −

∈ −
≤ +∫ ∫上式    

由 Lipschitz 连续条件，可得 

[ ]
( )

[ ]
( )

( )
[ ]

( )
( )

[ ]
( ) ( )( )

( )
[ ]

( ) ( )( )
[ ]

( ) ( )( )
( )

2 2 1 2 1
0 0,0 ,0

2 2 1
0 ,0

2 2 1
0 ,

2 2 1 2 1
0 ,0 0,

2

2 sup , d 2 sup , d

2 1 sup , d

2 1 sup , d

2 1 sup , sup , d

2 1

t tn n n n
H s s H s s

t n n
H s s

t n n
H

r s

t n n n n
H H

r r s

t a d F F s d F F s

a T d F F s

a T d F r F r s

a T d F r F r d F r F r s

a T

θ τ θ τ

θ τ

τ

τ

− −

∈ − ∈ −

−

∈ −

−

∈ −

− −

∈ − ∈

≤ +

≤ +

≤ +

 
≤ + + 

 
≤ +

∫ ∫

∫

∫

∫

上式  








[ ]

( ) ( )( )2 1
0 0,

sup , d
t n n

H
r s

d F r F r s−

∈
∫

 

定义 ( )
[ ]

( ) ( )( )2 1

0,
E sup ,n n

n H
r t

t d F r F r+

∈
∆ = ，因此有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

1

1 1

2 2 1
10 0

2
1 1 10 0 0

2
1

2 1 sup , d

2 1 d d d

12 1
!

n

T n n
n H

r s

n T s s
n n n

n n

T T d F r F r s

T s s s

a

s

T

a

a T T
n

−

−

≤ ≤

−

∆ ≤ +

≤ + ∆

≤ + ∆

∫

∫ ∫ ∫ 



 

故有 ( ) ( )0kk n T n∞

=
∆ → →∞∑ 且 ( )( ),d

k HK d 为完备距离空间，则存在 ( ) ( )d
kF t K∈  ，使得， 

( ) ( )( )lim sup , 0, . .,n
Hn t I

d F t F t a s
→∞ ∈

=  

容易证明 ( )F t 满足集值泛函随机微分方程且 ( )F t 为连续适应的。 
唯一性 
采用反证法，假设存在 ( ) ( ) ( ), d

kX t Y t K∈  均为集值泛函随机微分方程的强解， ( ) ( )X t Y t≡/ ，记 

( )
[ ]

( ) ( )( )2

0,
E sup ,H

r t
t d X r Y r

∈
∆ =  

利用上面同样的方法，得 

( ) ( )
[ ]

( ) ( )( )2 2
0 0,

2 1 sup , d
t

H
r s

t a T d X r Y r s
∈

∆ ≤ + ∫  

由 Gronwall 不等式，有 ( ) 0T∆ ≤ ，即唯一性成立。 
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