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Abstract 
In this paper, the p(x)-Kirchhoff problem with sign-changing weight functions is studied. Based on 
variational method and Nehari manifold, it is proved the existence and multiplicity of positive so-
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摘  要 

本文研究带有变号权函数的p(x)-Kirchhoff类型方程，主要运用变分方法与Nehari流形的分解证明其正

解的存在性与多重性。 
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1. 引言 

本文考虑一类带有 p(x)-Laplacian 算子的 Kirchhoff 方程

 
 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )2 21 d ( ) , ,

0,

p x q x h x
p xM u x u f x u u g x u u x

p x

u x

λ − −

Ω

  
− ∇ ∆ = + ∈Ω     
 = ∈∂Ω

∫          (1) 

正解的存在性与多重性，其中 NΩ⊂  ， 3N ≥ 是光滑有界区域， ( )
( )( )2p x

p x div u u−∆ = ∇ ∇ 是 p(x)- 

Laplacian 算子，参数 0λ > ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,p x q x h x s x s x C∈ Ω 。 

本文的方程满足如下条件： 

(H1) 对于 0k ≥ ， ( ) kM t a bt= + ， [ )0,t∈ ∞ 。 
(H2) ( ) ( ) ( )1s xf x L∈ Ω ， ( ) 0f x ≡/ 。 
(H3) ( ) ( ) ( )2s xg x L∈ Ω ， ( ) 0g x ≡/ 。 
(H4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 21 min ,q x p x h x N s x s x< < < ≤ < ，其中 x∈Ω， 

( ) ( ) ( )1 : inf : sup
x x

p p x p x p p x− +

∈Ω ∈Ω
< = ≤ ≤ = ， 

( )1 1q q p p p k h h− + − + + − +< ≤ < ≤ < + < ≤ 。 

对于 Kirchhoff 类型方程的研究一直是偏微分方程中的重要课题。Huang 等在[1]中利用山路引理讨论

了方程(1)在 p(x)=p 和权函数非负的情况下正解的存在性。当权函数 f(x)，g(x)变号时，[2] [3]中利用 Nehari
流形分解的方法得到了正解的存在性与多重性。对于带有变号权函数的 p(x)-Laplacian 方程正解的存在性

与多重性结果可参见[4] [5]。 
本文的主要结果如下： 

定理 1.1：若假设(H1)~(H4)成立，则存在 1 0λ > ，使得当 ( )10,λ λ∈ 时方程(1)存在至少两个正解。 

2. 预备知识与变分框架 

对 ( ) ( )p x C+∈ Ω ，变指数 Lebesgue 空间 ( ) ( )pL ⋅ Ω 定义为： 
( ) ( ) ( ){ }| d ,p xpL u u u x⋅

Ω
Ω = < ∞∫是一个可测实函数，  

其范数定义为： 

( )
( ) ( )

inf 0 : d 1 .
p x

p x

u x
u xλ

λΩ

  = > ≤ 
  

∫  
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记 E 为 Sobolev 空间 ( ) ( )1,
0

p xW Ω ，其范数 ( )E pu u
⋅

= ∇ ，空间 E 是自反可分的 Banach 空间。 
命题 2.1 [6] 设 ( )p x 和 ( )q x 是可测函数使得对 a.e. x∈Ω有 ( ) ( )p x L∞∈ Ω 以及 ( ) ( )1 p x q x≤ ≤ ∞，设
( ) ( )q xu L∈ Ω ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )1 ,p p x p
p x q x p x q x p x q xq x

u u u u
+ −

≤ ⇒ ≤ ≤  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )1 .p p x p
p x q x p x q x p x q xq x

u u u u
− +

≥ ⇒ ≤ ≤  

命题 2.2 [6] 若 ( ) ( )q x C+∈ Ω ，且 ( ) ( )q x p x∗< ， x∀ ∈Ω，则 ( ) ( ) ( ) ( )1,
0

p x q xW LΩ → Ω 是紧嵌入且连续

的。 
根据假设条件(H4)，易知对 x∀ ∈Ω有 ( ) ( ) ( )1s x q x p x∗′ < 以及 ( ) ( ) ( )2s x h x p x∗′ < 其中 1s′与 2s′分别是 1s

与 2s 的共轭指数。因此 ( ) ( ) ( )1 x xs qE L ′→ Ω 和 ( ) ( ) ( )2s x h xE L ′→ Ω 是紧嵌入且连续的。 
由 Hölder 不等式及 Sobolev 嵌入可以得到，当 u E∈ 时下列不等式成立： 

( ) ( )
( )

( )

( ) { }1
1

1 2d 2 max , ,q x q x q q
s x s x

f x u x f u C u C u
+ −

Ω ′
≤ ≤∫                  (2.1) 

( ) ( )
( )

( )

( ) { }2
2

3 4d 2 max , .h x h x h h
s x s x

g x u x g u C u C u
+ −

Ω ′
≤ ≤∫                  (2.2) 

定义 2.3 若对任意 Eϕ∈ ，下列积分恒等式成立，则称 u E∈ 是方程(1)的弱解 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

1d d d
( )

d d .

k
p x p x p x

q x h x

a u u x b u x u u x
p x

f x u u x g x u u x

ϕ ϕ

λ ϕ ϕ

− −

Ω Ω Ω

− −

Ω Ω

 
∇ ∇ ∇ + ∇ ∇ ∇ ∇ 

 

= +

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

方程(1)的能量泛函 : NJ Eλ → 表示为 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

1
1 1d d

1

d d ,

k
p x p x

q x h x

bJ u a u x u x
p x k p x

f x g x
u x u x

q x h x

λ

λ

+

Ω Ω

Ω Ω

 
= ∇ + ∇  +  

− −

∫ ∫

∫ ∫
                 (2.3) 

当 1u > 时，有 

( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1

1

1
1 31

d d
1

1d d

1 .
1

kp x p x
k

q x h x

p p k q h
k

a bJ u u x u x
p p k

f x u x g x u x
q h

a bu u C u C u
p q hp k

λ

λ

λ− − + +

+

+ +Ω Ω+

− −Ω Ω

+

+ + − −+

≥ ∇ + ∇
+

− −

≥ + − −
+

∫ ∫

∫ ∫  

根据假设(H4)有 ( )1q p p k h+ − − +< < + < ，由此可知 Jλ 在空间 E 中不是下方有界的。因此，我们在下

面的 Nehari 流形中考虑问题，其定义为 

{ } ( ){ }\ 0 : , 0 .N u E J u uλ λ′= ∈ =  

显然，其中的点为 Jλ 的临界点。若 u Nλ∈ 当且仅当 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1, d d d
( )

d d 0

k
p x p x p x

q x h x

I u J u u a u x b u x u x
p x

f x u x g x u x

λ λ

λ

Ω Ω Ω

Ω Ω

 ′= = ∇ + ∇ ∇ 
 

− − =

∫ ∫ ∫

∫ ∫
          (2.4) 

对 u Nλ∈ ，有 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
21, d d d

1 d d d

d .

k
p x p x p x

k
p x p x q x

h x

I u u a p x u x kb u x u x
p x

b u x p x u x f x q x u x
p x

g x h x u x

λ

λ

−

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

Ω

 
′ = ∇ + ∇ ∇  

 

 
+ ∇ ∇ −  

 

−

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

       (2.5) 

将 Nλ 分解为 

( ) ( ) ( ){ }: , 0 ,N u N I u uλ λ λ
+ ′Ω = ∈ Ω >  

( ) ( ) ( ){ }: , 0 ,N u N I u uλ λ λ
− ′Ω = ∈ Ω <  

( ) ( ) ( ){ }0 : , 0 .N u N I u uλ λ λ′Ω = ∈ Ω =  

3. 预备引理 

引理 3.1 存在 1 0λ > ，使得对 ( )10,λ λ∈ ， ( )0Nλ Ω =∅。 
证明：假设 ( )0Nλ Ω ≠ ∅， 0λ > 以及 ( )0u Nλ∈ Ω 使得 1u > 。根据(2.1)，(2.2)，(2.4)以及假设(H4)可以

得到 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

21
10 , d d d

1 d d d d

1d 1 d d d

1d d

k
p x p x p x

k
p x p x q x h x

k
p x p x p x h x

p x p x

I u u a p x u x kb u x u x
p x

b u x p x u x f x q x u x g x h x u x
p x

p a u x p k b u x u x h g x u x
p x

q a u x b u x
p x

λ

λ

−

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

− − +

Ω Ω Ω Ω

+

Ω Ω

 
′= = ∇ + ∇ ∇  

 

 
+ ∇ ∇ − −  

 

 
≥ ∇ + + ∇ ∇ −  

 

 
− ∇ + ∇



∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )1
3

d d

1

k
p x h x

p p k h
k

u x g x u x

p k q
p q a u b u q h C u

p

− − +

Ω Ω

− +
+− + − +

+

 
 ∇ −  

+ −
≥ − + + −

∫ ∫

 

因此， 
1

5

h pp qu C
h q

+ −− + −

+ +

 −
≥  

− 
                            (3.1) 

同样的， 
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( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )1+
1

0 ,

1d 1 d d d

1d d d d

1

k
p x p x p x q x

k
p x p x p x q x

p p k q
k

I u u

p a u x k p b u x u x q f x u x
p x

h a u x b u x u x f x u x
p x

p k h
p h a u b u h q C u

p

λ

λ

λ

λ
− − +

+ + −

Ω Ω Ω Ω

−

Ω Ω Ω Ω

+ −
+− − −

−

′=

 
≤ ∇ + + ∇ ∇ −  

 
  
 − ∇ + ∇ ∇ −     

+ −
≤ − + + −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

因此， 

( )

1

6 1

p qh qu C
h k p

λ
− +− − −

− +

 −
≤  

− +  
                            (3.2) 

若 λ 足够的小，例如 

( )
1

6

1 1
p qh p k

Ch q
λ

− +−− +

− −

− +  
=  

−  
 

结合式(3.1)和(3.2)可知 1u ≤ ，与假设矛盾。因而可以得到当 ( )10,λ λ∈ 时 ( )0Nλ Ω =∅。 
由上面引理可知，当 ( )10,λ λ∈ 时， ( ) ( ) ( )N N Nλ λ λ

+ −Ω = Ω Ω 。记 

( )
( )inf

u N
J u

λ
λ λα

+

+

∈ Ω
= ，

( )
( )inf

u N
J u

λ
λ λα

−

−

∈ Ω
= 。 

引理 3.2 泛函 Jλ 在流形 ( )Nλ Ω 上是强制和下方有界的。 
证明：设 ( )u Nλ∈ Ω ， 1u > 。通过式(1.1)、(2.2)以及假设(H4)可以得到 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )1

1

1d d d d
1

1 1d d d d

1 1 1 1
1

k
p x p x p x q x

k
p x p x p x q x

p p k q
k

a bJ u u x u x u x f x u x
p xp p k q

a u x b u x u x f x u x
p xh

a a bu u C u
p h p k h h qp

h p
p h

λ
λ

λ

λ
− − +

+ + −Ω Ω Ω Ω

− Ω Ω Ω Ω

+

+ − + − − −+

− +

+

 
≥ ∇ + ∇ ∇ −  +  

  
 − ∇ + ∇ ∇ −     

    
≥ − + − + −    +     

−
≥

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

( )
( ) ( )

( )1
11

1

1

p k p q
k

h p k h qa u b u C u
h qp k h

λ
− − +

− + − −
+

− + − −+ −

− + −
+ −

+

 

根据假设(H4)，可以得到 u →∞时， Jλ →∞。因此泛函 Jλ 在流形 ( )Nλ Ω 上是强制和下方有界的。 
定理 3.3 假设 0u 是 Jλ 在流形 ( )Nλ Ω 上的局部极小值或局部最大值，且 ( )0

0u Nλ∉ Ω ，则 0u 是 Jλ 的临

界点。 
证明：若 0u 是 Jλ 在流形 ( )Nλ Ω 上的局部极值，由 Lagrange 乘数法可知，存在 µ∈使得 

( ) ( )0 0J u I uλ λµ′ ′= 。因此， 

( ) ( )0 0 0 0, ,J u u I u uλ λµ′ ′=  
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由于 ( )0u Nλ∈ Ω ， ( )0 0, 0J u uλ′ = ，而 ( )0
0u Nλ∉ Ω ， ( )0 0, 0I u uλ′ ≠ 。因此可得 0µ = ，即 ( )0 0J uλ′ = 。 

引理 3.4 若 ( )10,λ λ∈ ， ( )u Nλ
+∈ Ω ，则 ( ) 0J uλ < 。 

证明：由于 ( )u Nλ
+∈ Ω ，可以得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1d 1 d d

d d 0

k
p x p x p x

q x h x

p a u x p k b u x u x
p x

q f x u x h g x u xλ

+ +

Ω Ω Ω

− −

Ω Ω

 
∇ + + ∇ ∇  

 

− − >

∫ ∫ ∫

∫ ∫

               (3.3) 

我们将式(2.4) × ( q−− )后与式(3.3)相加，可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1d 1 d d

d 0

k
p x p x p x

h x

p q a u x p k q b u x u x
p x

q h g x u x

+ − + −

Ω Ω Ω

− −

Ω

 
 − ∇ + + − ∇ ∇    

 

+ − >

∫ ∫ ∫

∫

 

因此 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( )1 1d d d d
k

h x p x p x p xp k qp qg x u x a u x b u x u x
p xh q h q

+ −+ −

− − − −Ω Ω Ω Ω

 + − −
< ∇ + ∇ ∇    − −   

∫ ∫ ∫ ∫  

则有， 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )( ) ( )
( )( ) 1

1 1d d d d
1

1 1d d d d

1 1d d
1

k
p x p x p x h x

k
p x p x p x h x

kp x p x
k

a bJ u u x u x u x g x u x
p xp p k h

a u x b u x u x g x u x
p xq

q p ba u x u x
p q qp k p

h q g
q h

λ − − +Ω Ω Ω Ω

+ Ω Ω Ω Ω

+ − +

− + +−Ω Ω−

+ +

+ +

 
≤ ∇ + ∇ ∇ −  +  

  
 − ∇ + ∇ ∇ −     

  −  ≤ ∇ + − ∇ 
 +   

 −
+  
 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( )1

d

1 1
0.

1

h x

p p k

x u x

p q p h k p q k p h
a u b u

p q h k p q h

− −

Ω

− + − + − + − +
+

− + + − + +

   − − + − + −   ≤ + <
+

∫

 

引理 3.5 若 ( )10,λ λ∈ ，则 ( )J uλ 在 ( )Nλ
+ Ω 中存在极小值 0u+ ，且 ( )0J uλ λα

+ += 。 

证明：由引理 3.2 可知 Jλ 在 ( )Nλ Ω 上是有界的，所以存在序列{ } ( )nu Nλ
+ +⊆ Ω 使得 

( )
( )

( )lim inf 0.nn u N
J u J u

λ
λ λ λα+

+ +

→∞ ∈ Ω
= = <  

由于 Jλ 是强制的， nu+ 在空间 E 中是有界的，我们假设在 E 中 0
w

nu u+ +→ ，根据 Sobolev 嵌入可以得

到 
在 ( ) ( ) ( )1 x xs qL ′ Ω 中， 0nu u+ +→  
以及 
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在 ( ) ( ) ( )2 x xs hL ′ Ω 中， 0nu u+ +→  
接下来，我们证明在空间 E 中 0nu u+ +→ 。假设在 E 中 0nu u+ +→/ ，则有 

( ) ( )
0 d lim inf d .

p x p x

nn
a u x a u x+ +

Ω Ω→∞
∇ < ∇∫ ∫  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

0 0
1 1d d lim inf d d .

k k
p x p x p x p x

n nn
b u x u x b u x u x

p x p x
+ + + +

Ω Ω Ω Ω→∞

   
∇ ∇ < ∇ ∇      

   
∫ ∫ ∫ ∫  

根据 Sobolev 紧嵌入，有 

( ) ( ) ( ) ( )
0 d lim inf d ,

q x q x

nn
f x u x f x u x+ +

Ω Ω→∞
=∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
0 d lim inf d .

h x h x

nn
g x u x g x u x+ +

Ω Ω→∞
=∫ ∫  

根据 ( ) , 0n nJ u uλ
+ +′ = 以及式(2.1)， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1d d

1 1 1 d d ,
1

p x q x

n n n

k
p x p x

n n

J u a u x f x u x
p h h q

b u x u x
p xp k h

λ λ+ + +
+ − − −Ω Ω

+ +
+ − Ω Ω

   
≥ − ∇ + −   

   

   
+ − ∇ ∇    +    

∫ ∫

∫ ∫
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1lim lim d lim d

1 1 1lim d d ,
1

p x q x

n n nn n n

k
p x p x

n nn

J u a u x f x u x
p h h q

b u x u x
p xp k h

λ λ+ + +
+ − − −Ω Ω→∞ →∞ →∞

+ +
+ − Ω Ω→∞

   
≥ − ∇ + −   

   

   
+ − ∇ ∇    +    

∫ ∫

∫ ∫
 

因此， 

( )
( )

( ) ( )
( )1

0 0

1 0

1 1 1 1 1inf
1

1 1

p p k

ku N

q

J u a u b u
p h p k h p

C u
h q

λ
λ λα

λ

− −

+

+

++ + +
+ − + − +∈ Ω

+
− −

  
= > − + −   +    

 
+ − 

 

 

根据条件(H4)，当 0 1u+ > 时， 

( )
( )inf 0.

u N
J uλ λ

λ

α +
+ Ω∈

= >  

而引理 3.4 表明当 ( )u Nλ
+∈ Ω 时 ( ) 0J uλ < ，由此得到矛盾。 

所以在空间 E 中 0nu u+ +→ 以及 

( ) ( )
( )

( )0 lim inf .nn u N
J u J u J u

λ
λ λ λ+

+ +

→∞ ∈ Ω
= =  

因此， 0u+ 是 Jλ 在 ( )Nλ
+ Ω 中的极小值。 

引理 3.6 若 ( )10,λ λ∈ ， ( )u Nλ
−∈ Ω ，则 ( ) 0J uλ > 。 

证明：设 ( )u Nλ∈ Ω ，通过 Jλ 定义式(2.3)以及式(2.4)可得 
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若选择 
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则有 ( ) 0J uλ > 。基于 ( ) ( ) ( )N N Nλ λ λ
+ −Ω = Ω Ω 以及 ( ) ( )N Nλ λ

+ −Ω Ω =∅ ，通过引理 3.4 可知 
( )u Nλ

−∈ Ω 。 
引理 3.7 若 ( )10,λ λ∈ ，则 ( )J uλ 在 ( )Nλ

− Ω 中存在极小值 0u− ，且 ( )0J uλ λα
− −= 。 

证明：由引理 3.2 可知 Jλ 在 ( )Nλ Ω 上是有界的，所以存在极小化序列{ } ( )nu Nλ
− −⊆ Ω 使得 

( )
( )

( )lim inf 0.nn u N
J u J uλ λ λ

λ
α− −

−→∞ Ω∈
= = >  

由于 Jλ 是强制的， nu− 在空间 E 中是有界的，假设在 E 中 0
w

nu u− −→ ，根据 Sobolev 嵌入可以得到 
在 ( ) ( ) ( )1 x xs qL ′ Ω 中， 0nu u− −→  
以及 
在 ( ) ( ) ( )2 x xs hL ′ Ω 中， 0nu u− −→  
若 ( )0u Nλ

− −∈ Ω ，则存在常数 0t > 使得 ( )0tu Nλ
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− −≥ 。 
根据式(2.5)，有 
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根据条件(H4)，可以得到 ( )0 0I tuλ
−′ < 。因此根据 ( )Nλ

− Ω 的定义，知 ( )0tu Nλ
− −∈ Ω 。 

接下来，我们证明在空间 E 中 0nu u− −→ 。假设在 E 中 0nu u− −→/ ，则有 
( ) ( )

0 d lim inf d .
p x p x

nn
a u x a u x− −

Ω Ω→∞
∇ < ∇∫ ∫  
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可得 
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因此， 0u− 是 Jλ 在 ( )Nλ
− Ω 中的极小值。 

定理 1.1 的证明：通过引理 3.4 和引理 3.6 可知存在 ( )0u Nλ
+ +∈ Ω 以及 ( )0u Nλ

− −∈ Ω 使得 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )0 0inf , inf .
u N u N

J u J u J u J uλ λ λ λ
λλ

+ −
+ −Ω Ω∈ ∈

= =  

由于 ( ) ( )0 0J u J uλ λ
± ±= 以及 0u Nλ

± ±∈ ，可知 0u± 为非负解。由定理 3.3， 0u± 是 Jλ 空间 E 中的临界点，

因此 0u± 是方程(1)的弱解。再由 Harnack 不等式[7]， 0u± 是方程(1)的正解。 
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