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Abstract 
In recent years, magnetic hyperthermia as a new tumor treatment method has been studied. In 
this paper, the Non-Fourier heat transfer equation with magnetic nanoparticles as the heat source 
is analyzed. The heat transfer model of single-phase-lag equation is established by introducing re-
laxation time based on the Fourier heat transfer model, and the analytical solution of the equation 
is obtained by using the method of separating variables. The effects of external magnetic field and 
properties of magnetic nanoparticles on temperature distribution are investigated. 
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摘  要 

近年来，磁感应热疗作为一种新兴的肿瘤治疗方法得到较多的关注。本文分析了以磁纳米粒子作为热源

的傅里叶传热方程，在傅里叶热传导模型的基础上通过引入弛豫时间建立了单相方程的热传递模型，并

利用分离变量法求得了该方程的解析解。分析了外部磁场性质和磁性纳米粒子特性对温度分布的影响。 
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1. 引言 

现代热疗作为一种肿瘤治疗技术，其研究热点主要集中在靶区温度的合理性和均匀性等方面上。其

中磁感应热疗作为一种有效的热疗方法，具有加热均匀性好、对正常细胞组织损伤较小和联合治疗效果

佳等优点。磁热疗技术是通过注射方式，将磁纳米粒子注射进肿瘤区域附近使其聚集，再施加一外部交

变磁场，使磁纳米粒子因磁滞、弛豫或感应涡流等现象被加热，最终破坏肿瘤细胞[1] [2] [3] [4]。2014
年，Bohara [5]等人对乳腺癌细胞进行了体外热疗试验，发现癌细胞死亡率可达到 80%，证实了磁流体热

疗治疗乳腺癌的潜在可能性。 
进行磁热疗过程中最重要的工作是考虑加热时人体中温度的分布情况，精准的对病患位置进行加热

且不损伤正常组织是第一需求。因此在以磁纳米粒子为热源的磁热疗中考虑温度分布是必要的。对于常

规条件下稳态热传导方程，人们通常用 Fourier 定律来描述热流密度与温度梯度之间的关系。表述为介质

内任意一点的热流密度矢量与该处的温度降度成正比[6]。自傅里叶热传导定律提出后，一直被作为各种

传热现象的基础理论。但在其描述瞬态导热过程时，与能量方程的结合所得到的抛物型方程会出现热扰

动传播速度无限大的情况，即达到一个平衡状态的弛豫时间是无限趋近于零，显然是不符合物理实际的。

因此，在傅里叶方程的基础上，考虑热流矢量的传播和温度梯度形成之间的时间延迟现象是必要的[7] [8] 
[9] [10]。Jou [11]提出了基于熵产理论的热波模型，解决了热力学转变过程中非平衡态超速传热的问题。

Tzou [12]从另一个角度出发，考虑热流矢量的传播和温度梯度的形成之间有一个时间延迟，提出了一个

描述非平衡热力学转变的宏观方程，即单相延迟的双曲热传导方程。Bai [13]等人的研究表明典型的双曲

型热传导方程在某些条件下会低于绝对零度，此时连续介质假说不再成立。Coleman [14]修正了其内能的

表示方程，得到了修正双曲型热传导方程。 
在傅里叶传热方程中加入了热流量对时间的导数，使方程变成双曲型的波动方程，表示如下： 

q
q Tq k
t x

τ ∂ ∂
+ = −

∂ ∂
                                 (1) 

其中 q 为热流密度，是单位时间通过单位面积的热流量，T 为温度，k 为导热率，又称导热系数，衡量物

体导热能力的参数，τq 为弛豫时间，表示热流量与温度梯度之间的相位差。傅里叶定律作为导热的本构

方程，在一个多世纪以来用来解决实际工程问题，所得结果能较好地与实际相吻合，且适用于各种情况

下的导热问题。但实际情况下，由于反应时间不够，理论上在时间 t 形成的温度梯度其实是 t + τq时热流

矢量到达 x 点处才建立的。 
本文拟研究以磁纳米粒子为热源的修正双曲型热传导方程。利用分离变量法，求得考虑弛豫时间的

非傅里叶传热方程的解析解，得到磁场参数和磁纳米粒子性质对磁热疗中组织温度分布的影响，为实验

和实际应用提供理论基础。 
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2. 模型描述 

将式(1)热流矢量方程关于 t进行泰勒级数展开后，再代入 Pennes方程[15] (因为相位延迟时间 τq很小，

故忽略其二次项和高阶项，并假设热导率 k 为常数)，得到一个含自变量 x 和 t 的双曲型热传导方程： 

( )
2

21 1 .q b b q b
T Tc w c T T k Q

t t t x
ρ τ τ∂ ∂ ∂ ∂   + + + − = +   ∂ ∂ ∂ ∂   

                (2) 

上述模型满足以下边界条件和初始条件： 

00 0
0

, 0, 0, 0.x t
x l t

T TT T T
x t= =

= =

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
                    (3) 

式(2)就是包含弛豫时间的双曲型传热方程，方程左边 wb和 ρ 分别是血液灌注率和组织和血液密度，τq是

弛豫时间，cb和 c 分别表示血液和组织的比热，Q 表示磁纳米粒子产热项，T0是 x = 0 处的温度，取值

37℃，l 是组织的厚度为 0.02 m。 
对上述方程进行无量纲化，其无量纲量为： 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( )
[ ] [ ] [ ] [ ] ( )

* * *

* *
0 0

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,

,  ,  ,  .

q
q q

b b b b b bq

b
b b b b

x l k t c cx L x t t
x x w c t w c w c

T T QT T T T Q Q w c T T
T Q

τρ ρτ τ
τ

 = = = = = = =   
−

= = − = = −

      (4) 

将以上无量纲量代入式(2)，(3)中，化简得到： 
* *

* * * *
* * * *21 1 ,q q

T TT Q
t t t x

τ τ∂ ∂ ∂ ∂   + + + = +   ∂ ∂ ∂ ∂   
                  (5a) 

*
* *

* *
* *

* *0 0
0

1, 0,  0,  0.
x t

x L t

T TT T
x t= =

= =

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
                (5b) 

3. 方程求解 

由于热源稳定发热，与温度场的位置和时间都无关。我们令： ** * *T T Q= − ，方程(4)，(5)可化为： 
** 2 **

* * **
* * * *21 1 ,q q

T TT
t t t x

τ τ∂ ∂ ∂ ∂   + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂   
                     (6) 

* *
* *

** **
** * ** *

* *0 0
0

1 , 0,  ,  0.
x t

x L t

T TT Q T Q
x t= =

= =

∂ ∂
= − = = − =

∂ ∂
              (7) 

现得到一个温度的微分方程和非齐次的边界条件。为了求解上述方程，可由叠加原理将其分解成一

个齐次边界条件的偏微分方程以及一个常微分方程。为了表示方便，去掉后面所有的表达式中表示无量

纲的*号。设： 
( ) ( ) ( )1 2, , .T x t x t xθ θ= +                               (8) 

其中 θ2满足方程： 

( ) ( )
2

2
22

d
0,

d
x

x
x

θ
θ− =                                 (9) 
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( ) ( )2
2 0

1 , 0.
x

x L

x
x Q

x
θ

θ
=

=

∂
= − =

∂
                        (10) 

解得： 

( ) ( ) ( )
2

cosh
1 .

cosh
x L

x Q
L

θ
−

= −                           (11) 

θ1(x, t)满足： 
2

1 1
1 21 1 ,q qt t t x

θ θ
τ τ θ

∂ ∂∂ ∂   + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂   
                      (12) 

1 1
1 1 20 0

0

0,  0,  ,  0.x t
x L t

Q
t t
θ θ

θ θ θ
= =

= =

∂ ∂
= = = − − =

∂ ∂
                (13) 

使用分离变量法，设： ( ) ( )1 X x T tθ = ，则有： ( )1 q qXT XT XT X Tτ τ′ ′′ ′′+ + + = ， 
可以通过整理得到： 

( )1 1 .q q
T T X
T T X

τ τ λ
′ ′′ ′′

+ + + = = −                          (14) 

设
( )
( )

X x
X x

λ
′′

= − 和 ( )1 1q q
T T
T T

τ τ λ
′ ′′

+ + + = − 。 

先求解二阶线性常微分方程组： 

( ) ( ) 0,X x X xλ′′ + =                             (15a) 

( ) ( )0 0  0.X X L′= =，                            (15b) 

利用特征值法求解 X(x)，解得： 
( ) sin .n nX x xλ=                               (16) 

其中
( ) 2

1 2
, 0,1,2,n

n
n

L
λ

+ 
= = 
 

π
。 

再对时间函数 T(t)进行求解 
1 1

0.q n

q q

T T T
τ λ

τ τ
+ +′′ ′+ + =                           (17) 

若 ( )2
1 4 0q q nτ τ λ− − < 则

( ) 2

2
1

2
qn

n
q q

w
τλ

τ τ

 −
 = −
  

， 

( ) ( )2
1 2e cos sin ,

t

n n nT t c w t c w t
α

−
= +                       (18a) 

若 ( )2
1 4 0q q nτ τ λ− − ≥ 则

( ) 2

2
1

2
qn

n
q q

r
τλ

τ τ

 −
 = − +
  

， 

( ) ( )2
3 4e e e .n n

t
r t r t

nT t c c
α

− −= +                         (18b) 

其中
( )1 q

q

τ
α

τ

+
= 。 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.96115


李秋月，菅永军 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.96115 976 应用数学进展 
 

解得： 

( )2
1 4 0q q nτ τ λ− − < 时 ( ) ( )( )2

1 1 2
1

, e cos sin sin ,
t

n n n
n

x t c w t c w t x
α

θ λ
∞−

=

= +∑           (19a) 

( )2
1 4 0q q nτ τ λ− − ≥ 时 ( ) ( )( )2

1 3 4
1

, e e e sin .n n

t
r t r t

n
n

x t c c x
α

θ λ
∞− −

=

= +∑              (19b) 

将式(19)代入边界条件(13)求解系数可得： 

( )
( )( ) ( )

1 2 1 3 1 4 12
2

12 1 1 2 24 , , , .
2 1 2 4 42 1

2

q n n

n q n n

n Q r rQc c c c c c c
n w r rnL

τ α α
τ

π
π

π

+− − + − +
= − − = = =

− − +  
 

     (20) 

将式(11)和式(19)带入式(8)和 ** * *T T Q= − 得到： 

( )2
1 4 0q q nτ τ λ− − < 时， 

( )( ) ( ) ( )2
1 2

1

cosh
e cos sin sin 1 ,

cosh

t

n n n
n

x L
T Q c w t c w t x Q

L

α

λ
∞−

=

−
= + + + −∑           (21a) 

( )2
1 4 0q q nτ τ λ− − ≥ 时， 

( )( ) ( ) ( )2
3 4

1

cosh
e e e sin 1 .

cosh
n n

t
r t r t

n
n

x L
T Q c c x Q

L

α

λ
∞− −

=

−
= + + + −∑              (21b) 

4. 分析和讨论 

上述研究分析了存在时间滞后特性的傅里叶热传导模型，利用分离变量法求得该模型在 Dirchlet 和

Neumann 混合边界条件下的解析解，得出了温度分布的函数。在实际问题中，典型的参数值选取为：组

织导热系数 k = 0.5 W/(m.℃)，血液灌注率 wb = 0.52 kg/(m3.s)，动脉血温 Tb = 36℃，血液比热 cb = 4186 
J/(kg.℃)，组织比热 c = 4186 J/(kg.℃)，组织和血液的密度为 ρ = 1000 kg/m [16]。 

磁疗中的热疗效应实质上是由在中频范围内磁滞损耗和弛豫 τ 引起。Rosensweig 在文献[17]中给出了

关于弛豫生热、磁性粒子理化性质与外场的关系的公式： 

( )
2

0 0 2

2 ,
1 2

fQ H f
f
τµ χ
τ

π

π+
π=                           (22) 

其中 μ0 = 4π × 10−7 N/A2是真空的磁导率，χ0为磁化率，χ0 = M/H，M 是磁化强度描述磁性体磁性强弱的

物理量，取 425 kA∙m-1，H 为外加磁场强度，f 为交变磁场频率。τ 为磁纳米粒子的有效弛豫时间。由式

(22)，影响磁纳米粒子产热的参数主要分为两个方面：外磁场的性质和磁纳米粒子自身的性质，外磁场性

质中包括磁场强度和交变磁场频率。另一方面，金属粒子的弛豫时间 τ 会随颗粒大小改变，本文为简单

起见 τ 取定值 3.378 × 10−6 [17]。在外加磁场的选取方面，由于通常人体可耐受的磁场强度最大为 10 kA/m，

所以对 H 的选择一般小于 10 kA/m。在 0~10 kA/m 之间选取 3 个不同的磁场强度，比较其温度的变化情

况。以同样方式选取了 3 个不同交变磁场频率的数值，分别为 55 kHz，65 kHz，75 kHz。 

4.1. 外磁场性质改变对温度变化的影响 

图 1 给出了不同磁场强度情况下，无量纲温度曲线随时间和距离的变化。类似的，图 2 是不同交变

磁场频率情况下，无量纲温度曲线随时间和距离的变化：从图 1(a)和图 2(a)可以看出，在固定点处，温

度曲线总体趋势是随着时间变化温度逐渐升高的。在初始阶段有一段微弱的波动。这段波动体现了考虑

https://doi.org/10.12677/aam.2020.96115


李秋月，菅永军 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.96115 977 应用数学进展 
 

弛豫时间的传热方程的特征，即温度变化和热量传播之间存在一定的延迟。在波动阶段后温度快速升高，

并在到达一定温度后逐渐趋于平缓。图 1(b)和图 2(b)可以看出，在固定时刻，离磁纳米粒子热源的位置

距离越远，温度逐渐下降。另外，提高磁场强度或交变磁场频率，都会使得温度升高。 
 

 
Figure 1. Temperature curve under different magnetic field strength. (a) Change with time at 0.02 m and (b) Change with 
distance at 400 s 
图 1. 不同磁场强度下的无量纲温度曲线。(a) 在 0.02 m 处随时间变化；(b) 400 s 时随距离变化 
 

 
Figure 2. Temperature curves at different alternating magnetic field frequencies. (a) Change with time at 0.02 m and (b) 
Change with distance at 400 s 
图 2. 不同交变磁场频率下的无量纲温度曲线。(a) 0.02 m 处随时间变化；(b) 400 s 时随距离变化 

4.2. 不同传热弛豫时间温度曲线的变化 

图 3 描述了不同弛豫时间下温度随时间的变化，选取了两个位置(r= 0.02 m 和 r= 0.002 m)，并截取局

部进行放大。可以看出，在初始阶段，弛豫时间越小的温度场温度越高，震荡的时间越短，较早的趋于

稳定。这是因为弛豫时间描述了热流矢量的传播和温度梯度的形成之间存在的时间差，而弛豫时间越短

意味着人体内的这个时间差越小。但这个时间差并不影响温度的大小，所以随着加热时间的增加，最终

三种弛豫时间下达到的温度会趋于一致，从瞬态过渡到了稳态。越靠近热源，达到稳定的时间越短。 
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Figure 3. Temperature curves for different relaxation times at (a) r = 0.02 m and (b) r = 0.002 m with time (H = 7 kAm−1, f = 
65 kHz) 
图 3. 不同弛豫时间在(a) r = 0.02 m 和(b) r = 0.002 m 处随时间变化的无量纲温度曲线(H = 7 kAm−1, f = 65 kHz) 
 

图 4 展示了不同弛豫时间下在某一时刻随热源距离变化的温度曲线。在远离热源处，弛豫时间较长

的温度曲线震荡幅度较大。在考虑弛豫时间的情况下，某点处的温度梯度的形成过程是震荡的，弛豫时

间越长，震荡幅度越大，震荡时间越长，达到稳态温度越慢。 
 

 
Figure 4. Temperature curves for different relaxation times with distance at (a) t = 100 s and (b) t = 400 s (H = 7 kAm−1, f = 
65 kHz) 
图 4. 不同弛豫时间在(a) t = 100 s 和(b) t= 400 s 处随距离变化的无量纲温度曲线(H = 7 kAm−1, f = 65 kHz) 

5. 结论 

为了研究磁纳米粒子的生热效应，本文建立了以磁纳米粒子为热源的考虑滞后时间修正的单项延迟

Pennes 热传导方程，通过分离变量法求出上述方程的解析解。分析热源项，从外磁场性质和磁性纳米粒

子特性两个方面改变参数得到不同的升温曲线。证实了提高磁场强度，交变磁场频率或磁纳米粒子粒径

都可以有效地提高温度场可达到的最高温度。升温曲线由于存在弛豫时间，所以在初始阶段有一定程度

的震荡，但外磁场性质的改变对震荡幅度影响不大。改变传热过程中的弛豫时间并不影响温度场最终达

到的温度，但是会影响初期的波动幅度。 
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