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摘  要 

构建一类新的拟合效果更好的洛伦兹曲线模型，并针对1977年美国收入分配分组数据进行数值实验。实

验结果表明，该类模型拟合效果较好。 
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Abstract 
A new kind of Lorenz curve model with better fitting effect is constructed, and numerical experi-
ments are carried out on the grouped data of American income distribution in 1977. The experi-
mental results show that this kind of model has better fitting effect. 

 
Keywords 
Lorentz Curve Model, Power Function, Exponential Function, Numerical Experiments 

 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2020.912272
https://doi.org/10.12677/aam.2020.912272
http://www.hanspub.org


丁善华，蒙璐 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.912272 2330 应用数学进展 
 

Copyright © 2020 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

洛伦兹曲线作为刻画社会收入分配的不平等程度或贫富差距程度的一个有效工具，洛伦兹曲线得到

了广泛而深入的研究。到目前为止，已经发现了几十种洛伦兹曲线模型用以拟合分组形式的收入分配数

据。文献[1]列出了直到迄今为止的数理经济理论界发现的所有洛伦兹曲线模型，并进行了比较。随后不

少人[2] [3] [4] [5]陆续提出了若干新模型。已有的这些模型存在诸多问题：例如拟合效果欠佳，不能提供

整个[0, 1]区间上的良好逼近(例如见[6] [7])，有些模型甚至不满足洛伦兹曲线的条件(见[1] [7])。数理经济

学界仍在积极寻找拟合效果良好的模型，任何新模型对收入分配分析都具有重要意义。 
设收入分配的概率密度函数为 ( )f x ，对应的概率分布函数为 ( )F x ，则 ( )p F x= 表示收入低于或等于

x 的人口比例。记收入低于或等于 x 的人口群体拥有收入占总收入的比例为 ( )L p ，则 

( ) ( ) ( )
0

1 d
x

L p tf t t p F x
µ

= =∫ ，其中 µ 为平均收入。记 ( )F x 的反函数为，则 ( )1F p−  ( ) ( )1
0

1 d
p

L p F q q
µ

−= ∫ 。 

因此，只要知道收入分配的统计分布，就可以得到相应的洛伦兹曲线。可以通过入户调查来获取家庭收入和

消费等数据，用 ip 表示的是低收入群体的累计人口比例， iL 表示的是该群体拥有的总收入比例，则其形式

为 ( ){ } 1
,

n
i i i

p L
=
。用最小二乘法对数据进行拟合，通过拟合来确定 ( ),L p τ 参数向量τ 的估值 τ̂ 。最后使用

( ) ( )ˆˆ,L p L pτ = 来近似描述收入分配情况。 ( ),L p τ 是定义在区间[ ]0,1 上取值于区间[ ]0,1 的函数，并且满足 

( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 1, 1, , 0, , 0.L L L p L pτ τ τ τ′ ′′= = ≥ ≥                       (1) 

即 ( ),L p τ 是 [ ]0,1 上关于 p 的凸增函数。 

2. 构建洛伦兹曲线模型 

文献[8]提出了形如 ( ) ( )1e , 0a pG p p a−= < 的指数洛伦兹曲线模型。容易验证，当
1
4

a > 时， ( )G p 为 [ ]0,1

上的凹函数，不满足洛伦兹曲线条件。最近，[9] [10] [11]提出了 ( ) ( ) ( )H p f p g p= 形式的凹凸组合的洛

伦兹曲线模型，其中 ( )f p 为凹函数， ( )g p 为凸函数。因此，一个自然的想法能否将

( ) ( )1 1e ,
4

a pG p p a−  = > 
 

与某些凸函数进行组合。得到拟合效果更好的一类新的洛伦兹曲线模型。为此，

我们考虑将其与幂函数组合，得到 ( ) ( )1ea pH p pα −= 形式的洛伦兹曲线模型。 

定理 1 当 1 1
4

a≤ ≤ ，
22 1 4 1

2
a aα + + +

≥ 时， ( )H p 满足洛伦兹曲线条件。 

证明 为了证明 ( )H p 满足洛伦兹曲线条件，需验证 ( )H p 满足(1)式。显然， ( )0 0H = ， ( )1 1H = 。 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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当
1 1
4

a≤ ≤ ， [ ]0, 1p∈ ，
22 1 4 1

2
a aα + + +

≥ 时，易知 ( ) 0.H p′ ≥  
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因为 [ ]0, 1p∈ ，
1 1
4

a≤ ≤ 时，所以当
22 1 4 1

2
a aα + + +

≥ 时， ( ) 0H p′′ ≥ ，定理证毕。 

3. 数值实验 
利用 Basmann (1990)实例分析中所给出的 1977 年美国 100 个分位点的详细收入分配分组数据对周递

芝(2018)中 ( ) π πsin , 1
2 2

J p p pα α   = > +   
   

以及我们的 ( ) ( )
2

1 2 1 4 1 1e , , 1
2 4

a p a aH p p aα α−
 + + +
 = > ≤ ≤
 
 

进 行 数 值 实 验 ， 并 比 较 。 定 义 残 差 平 方 和 为 ( ) 2

1
ˆ,

n

i
i

SSR L p Lτ
=

= −  ∑ ， 最 大 绝 对 误 差

( )
1

ˆmax , ii n
MAS L p Lτ

≤ ≤
= − ，基尼系数 ( )1

0
1 2 dG L p p= − ∫ 。借助 Lingo11 和 matlab 得出的实验结果见表 1。 

 
Table 1. Test results of mean square error of income group data of the United States in 1977 
表 1. 1977 年美国收入分组数据均方误差检验结果 

 SSR MAS G 

( )J p  0.1191427E-02 0.8428122 0.339733 

( )H P  0.8449939E-03 0.0530572 0.378377 

 
通过数值实验结果的比对， ( )H p 的残差平方和和最大绝对误差都是最小，这表明了我们构建的新

模型拟合效果有了很大的改善，该模型的拟合精度更高，适应性更强。因此，我们构造的洛伦兹曲线模

型是对既有洛伦兹曲线模型的有效拓展。 
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