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摘  要 

本文主要研究几类传染病模型如SIR，SIRS，SIS和SEIR模型的Lypunov函数构造方法，从而获得传染病

模型全局稳定性的结论。 
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Abstract 
Lypunov functions for classical epidemiological models are introduced such as SIR, SIRS, SIS and 
SEIR. Global stability of some epidemiological models is also established. 
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1. 引言 

动力系统的全局稳定性判断并不容易，最常用的方法就是直接构造函数[1]。但是，构造过程中需要

具有特殊性质的辅助函数，也就是说，Lypunov 函数并不容易寻找，本文我们将集中探讨几类传染病模

型的 Lypunov 函数构造。 

2. SIR 模型 

借助古典假设[2] [3]，我们将总人扣 N 分为以下几类：易感者类，染病者类和移除者类，分别用字

母 S，I 和 R 表示，即 N S I R= + + 。当个体被感染后，将从易感者类变为染病者类，随着个人的康复，

从而转变为移除者类。当然也有可能因疾病而死亡。不妨假设总人口 N 为常数，即使出生率等于死亡率。 

若存在垂直传染即母婴等传染，假设 p 为传染水平，同时水平传染率记为
SI
N
β

。因此就产生了 p Iγ ，进 

去染病者类与此同时 N p Iγ γ− ，进入易感者类。 
于是便产生了如下模型： 

( )

SIS N p I
N

SII p I
N

γ β γ

β δ γ

 = − −

 = − −






                                (1) 

系统(1)有两个平衡点：疾病消除平衡点 ( )0 0 0,0 ,pE N S Iδ γ
β

 −
= = 
 

和地方病平衡点 

( ), ,pE N N S Iδ γ γ
β δ

∗ ∗ ∗ −
= = 
 

。 

定理 1  系统(1)的地方病平衡点 E∗ 为全局稳定的。 
证明： 
由微分等式可得： 

( )S I N p I p I
N

β γ γ δ γ
∗ ∗

∗ ∗= − = −  

和 

( )S p
N

β δ γ
∗

= − , I Nγ
δ

∗ = . 

构造 Lyapunov 函数如下 

( ), ln lnS S I IV S I S I
pS S I I

δ
δ γ

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

   = − + −   −   
 

满足 
2

2 21 ,V S V S
S S S S

∗ ∗∂ ∂
= − =

∂ ∂
, 
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2

2 21 ,V I V I
I p I pI I

δ δ
δ γ δ γ

∗ ∗ ∂ ∂
= − = ∂ − −∂ 

 

2

0V
S I
∂

=
∂ ∂

 

以及 

2 2

2 2 22

2 2 2 22 2

2

1 0

V V
V V V NS IS

S IS I S IV V
S I I

γ
β

∂ ∂
 ∂ ∂ ∂∂ ∂∂ = − = > ∂ ∂∂ ∂∂ ∂  

∂ ∂ ∂

 

很容易看出 E∗ 为唯一极值状态且为函数 ( ),V S I 在 2R+ 内的最小值。 
于是 

( ) ( )

( )

( )( )

, 1 1

2 2

2

S SI I SIV S I N p I p I
S N I N

SI S S I S S S NN p I N p I I I
N S N S N N S

SI S S I SN p I N p I I I S S
N S N S S
S S S SN p I

S SS S

γ β γ β δ γ

γ β γ γ β γ β β δ
β

δγ β γ γ β γ

γ γ

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗

∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗

∗ ∗

∗ ∗

      = − − − + − − −      
      

 
= − − − + + + − − 

 

= − − − + + + − −

   
= − − − − −   

   

= −



( )S S N p I
SS

γ γ
∗

∗

 
− − 

 

 

由于 2 0S S
SS

∗

∗

 
− + ≤ 
 

，故等式 ( ), 0V S I ≤ , ( ), 0V S I = 仅在 S S∗= 时才成立。由渐近稳定定理，系

统(1)的地方病平衡点 E∗ 为全局稳定的。 

3. SEIR 模型 

具有非线性传染率的 SEIR 模型描述如下： 

( )
( )

p q

p q

S I S b S
E I S E

I E I
R I R

λ µ

λ ε µ

ε γ µ
γ µ

′ = − + −

′ = − +

′ = − +

′ = −

                                    (2) 

其中参数 , , , , , ,p q bε µ λ γ 为正数，总人口 N 分为以下几类：易感者类，潜伏者类，染病者类和移除者类，

分别用字母 S，E，I 和 R 表示，即 N S E I R= + + + 。非负常数 µ 表示死亡率，b 为出生率(假设出生率与

死亡率相等)，ε 表示潜伏者类到染病者类的转化率， γ 为康复率。 

当 1p = 时，参数
( )( )

λεσ
ε µ γ µ

=
+ +

表示接触数。 

定理 2  [4] 如果 0 1p< < 或 1p = 且 1σ > ，地方病平衡点在区域 T 内是全局渐近稳定的。 
( ( ){ }, , : 0 , , 1, 1T S E I S E I S E I= ≤ ≤ + + ≤ ) 
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当 1p > 时，令 ( )2, 1, , , ,p q t aµ ε λτ γ µ α β
γ µ γ µ γ µ

= = = + = = =
+ + +

 

系统(2)可化为 

( )

2

2

S aI S S
E aI S E
I E I

α α

α β
β

′ = − + −

′ = − +

′ = −

                                   (3) 

定理 3  如果 2, 1p q= = 且
( )

2

2 1
4

aαβσ
α β

= <
+

，t 则只有唯一疾病消除平衡点 ( )0 1,0,0P 且在区域 T 内

全局渐近稳定( ( ){ }, , : 0 , , 1, 1T S E I S E I S E I= ≤ ≤ + + ≤ )。 

证明：构造 Lyapunov 函数如下 

( ) ( )1, , ln 1 ln
1

p
S IV S E I S S S I E E E

p IS
α β
β

∗
∗ ∗ ∗

∗

  +   = − − + + + −    −    
 

则 

( ), , ln SV S E I S S S I E
S

α β
β

∗ ∗
∗

+ = − − + + 
 

 

满足 ( ), , 0V S E I∗ ∗ ∗ = 当 , , 0S E I > 时， ( ) ( ), , 1,0,0S E I∗ ∗ ∗ =  
通过计算可得 

11V
S S

∂
= −

∂
, 1V

E
∂

=
∂

, 
V
I

α β
β

∂ +
=

∂
 

以及 

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

11

11 1 0

V aI S S aI S E E I
S

aI I S
S

α βα α α β β
β

α β α
β

+   ′ = − − + − + − + + −    
+  = − + − − ≤ 

 

 

可得 ( ) 11 1 0S
S

 − − ≤ 
 

仅当 1S = 时； 

令
( )( )0

aR λε β
γ µ ε µ α β

= =
+ + +

， ( ) 2f I aI Iα β
β
+

= − ，可得当
0

10,I
R

 
∈ 
 

时， 0 1R < 且 

( ) 2 0f I aI Iα β
β
+

= − < 。 

由渐近稳定定理可得，疾病消除平衡点 ( )0 1,0,0P 在区域 T 内全局稳定。 

定理 4  如果
( )

2

2 1
4

aαβσ
α β

= =
+

，系统产生周期轨道。 

定理 5  系统(3)的非常数周期解的轨迹，如果存在，则必为渐近相轨道渐近稳定。 
证.  系统(2)的解 ( ) ( ) ( )( ), ,S t E t I t 的线性系统为 

( ) ( )

( )
( )

2

2

2

2 2

1

1

X aI X aIS Y Z

Y X aI Y

Z aI Y Z

α β

β α

α β

′ = − + + + +

′ = − + +

′ = − + +

                         (4) 
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想要讨论系统(4)的稳定性，需要构造下列函数 

( ) ( ), , ; , , sup , EV X Y Z S E I X Y Z
I

 = + 
 

 

假定解 ( ) ( ) ( )( ), ,S t E t I t 具有最小周期 0ω > ，轨道 γ 与 T 的边界始终有正数的距离，那么会存在常

数 c 使得 

( ) { }, , ; , , sup , ,V X Y Z S E I c X Y Z≥  

对 ( ) 3, ,X Y Z R+∈ 和 ( ), ,S E I γ∈ 。 
通过计算可得 ( )V t 的右导数 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2
2

2 2

22

D X t aI X aIS Y Z

aI S EaI X Y Z
E I

α β

α β

+ ≤ − + + + +

 = − + + + + 
 

                    (5) 

和 

( ) ( )2 1D Y t X aI Yβ α+ ≤ − + + ， 

( ) ( )2 1D Z t aI Y Zα β+ ≤ − + + ， 

这样便有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )

1 1

1

E E I E ED Y Z Y Z D Y Z
I I E I I

E I E EY Z X Y Z
E I I I
E E I EX Y Z
I E I I

β α α β

β α

+ +

′ ′ + = − + + + 
 

′ ′ ≤ − + + − + + + + 
 

′ ′ ≤ + − − − + 
 

        (6) 

联立(5) (6)可得 

( ) ( ) ( ){ } ( )1 2sup ,D V t g t g t V t+ ≤  

其中 ( ) ( )
2

2
1

22 aI Sg t aI
E

α β= − + + + ， ( )2 1E E Ig t
I E I
β α

′ ′
= + − − −  

结合(3)，会有 

1I E
I I

β′
+ = , 

2E aI S
E E

α β
′
+ + =  

便可得到 

( ) ( )22sup ,E ED V t aI V t
E E

α β+

′ ′ ≤ − + − 
 

 

因为 ( ) ( ) ( )( )
0

0 , 0 , 0S E I T∈ ，则存在 β ，a 使得 2 0aIβ − < 以及 

( ) ( ){ }1 20
sup , d 0g t g t t

ω
<∫  

即揭示了 ( ) 0V t → 当 t →∞ 时，进而得到 ( ) ( ) ( )( ), , 0X t Y t Z t → 当 t →∞ 事。因此，系统(4)渐近稳

定，周期解 ( ) ( ) ( )( ), ,S t E t I t 以渐近相轨道渐近稳定。 
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定理 6  如果
( )

2

2 1
4

aαβσ
α β

= >
+

，系统(2.1)会产生 hopf 分支为稳定开关想象。 

4. 结论 

Lyapunov 函数的构造方法同样也适用于竞争捕食系统[5] [6]。本文考虑了具有非线性传染率的 SIR
和 SEIR 传染病模型，此外，具有非线性传染率的 SIRS，SEIRS 模型，也可以用同样的构造方法来解决

全局稳定性。 
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