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摘  要 

本文研究了两类连通双圈图的最大特征值，得出了随着n的增大，双圈图 ( )3,3nS 和 ( )3,3nθ 的最大特征

值也随之增大；同时给出了在 5n ≥ 的条件下， ( )3,3nS 和 ( )3,3nθ 的最大特征值的比较。 
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Abstract 
This paper studies the maximum eigenvalues of two types of connected bicyclic graphs, and finds 
that as n increases, the maximum eigenvalues of bicyclic graphs ( )3,3nS  and ( )3,3nθ  also in-

crease; at the same time, it also gives a comparison of the maximum eigenvalues of ( )3,3nS  and 

( )3,3nθ  under the condition of 5n ≥ . 
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1. 引言 

1.1. 背景介绍 

设 ( ),G V E= 是一个简单的无向连通图，其中顶点集 ( ) { }1 2, , , nV G v v v=  ，边集 ( ) { }1 2, , , mE G e e e= 

如果 1m n= + ，那么 G 被称为双圈图，图 G 的顶点数 n 被称为 G 的阶。G 的邻接矩阵记为 ( ) ( )ij n n
A G a

×
= ，

如果 iv 与 jv 相邻，那么 1ija = ，否则 0ija = 。 ( )A G 的特征多项式记为 ( ) ( )( ), detP G x xI A G= − ， ( )A G
的最大特征值也被称为 G 的谱半径，用 ( )Gρ 表示。由于 ( )A G 是非负不可约对称矩阵，所以它的最大

特征值为单根，且所有的特征值均为实数，记其特征值为 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 nG G G Gρ λ λ λ= > ≥ ≥ ，由矩阵理

论知 ( )A G 有正特征向量与 ( )Gρ 对应，我们称与 ( )Gρ 对应的正单位特征向量为 G 的 Perron 向量。 
在图论中，G 的一条路是指一个有限非空序列 1 2 2 3 3 1 1k kW v e v e v e v+ +=  ，它的项交替地为顶点和边，

且 1 2 1, , , kv v v + 互不相同，使得对 2 1i k≤ ≤ + ， ie 的端点是 1iv − 和 iv ，那么称 W 是从 1v 到 1kv + 的一条长为

k 的路。特殊地，在 G 中，若 1v 和 1kv + 重合，则 W 是一个长为 k 的圈，记为 kC 。在具有 n 个顶点的图 G
中，其中一个点的度为 1n − ，分别与其他 1n − 个点相连，其他 1n − 个点只与度为 1n − 的点相连，这样的

图称为星图 1, 1nK − 。 
我们将圈 pC 的某一点与圈 qC 的某一点粘合，仅在粘合点处连接星图 1, 1n p qK − − + 得到的 n 阶连通双圈

图记作 ( ),nS p q  (粘合点为星图的非一度点) (见图 1)。将圈 pC 上的任意两点相连，形成圈 mC 和圈 2p mC − + ，

在其中任意一个连接处连接星图 1,n pK − 得到的 n 阶连通双圈图记作 ( ), 2n m p mθ − +  (见图 1)。 
 

 
( ),nS p q                                                    ( ), 2n m p mθ − +  

Figure 1.Bicyclic Graphs ( ),nS p q  and ( ), 2n m p mθ − +  

图 1.双圈图 ( ),nS p q 和 ( ), 2n m p mθ − +  
 

关于双圈图的研究已经有很长时间了，双圈图的性质也逐步被人们发现。1986 年，Brualdi 和 Solheid 
[1]提出，给定一个图的集合，在这个集合中找出谱半径的上界，并刻画达到这个上界的极图。2004 年，

Yu 和 Tian [2]找出了在具有匹配数 m 的 n 个顶点的所有双圈图中谱半径最大的一类图。2010 年，Liu 
Yingluan 和 Liu Bolian [3]找出了双圈图度序列 π相同的情况下谱半径最大的一类图。但是没有对几类比

较有特点的双圈图的最大特征值展开详细研究。 
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1.2. 本文贡献 

基于以上研究，本文主要通过对两类连通双圈图 ( )3,3nS 和 ( )3,3nθ 的最大特征值进行研究，利用二

次型以及双圈图的邻接矩阵的特征多项式进行分析，确定它们的最大特征值的大小。 

2. 预备知识 

如果 ( ) ( )V H V G⊆ ， ( ) ( )E H E G⊆ ，并且 Hψ 是 Gψ 在 ( )E H 上的限制，则称图 H 是 G 的子图。如

果 H G⊆ ，但 H G≠ 时，则记为 H G⊂ ，并且 H 称为 G 的真子图。 
定理 2.1 [4]：设 G 是具有 n 个顶点的连通图，如果 H G≠ 是 G 的一个子图，那么 ( ) ( )G Hρ ρ> 。 
定理 2.2 [4]：对于任意正整数 p 和 q， ,p qK 的特征值为 pq ， pq− 和 0，并且特征值 0 的重数为

2p q+ − 。特殊地， 1, 1nK − 的特征值为 1n − ， 1n− − 和 0，并且特征值 0 的重数为 2n − 。 
定理 2.3 [4]：设 G 是一个有 2n ≥ 个顶点的连通图，并令 A 是 G 的邻接矩阵，那么下面命题成立： 
1) A 有一个特征值 0λ > ，存在一个对应的特征向量 0x > 。 
2) 对于 A 的任意一个特征值 µ λ≠ ，有 λ µ λ− ≤ < 。此外，当且仅当 G 是二部图时， λ− 才是 A 的

一个特征值。 
3) 如果 µ 是 A 的对应于特征值 λ 的一个特征向量，那么存在一个α ，使得 xµ α= 。 
在定理 2.4 的 1)中提到的 G 的这种特征值λ ，被称为 G 的 Perron 特征值，而其对应的特征向量 x 被

称为 Perron 特征向量。注意到 2)中 G 的 Perron 特征值和最大特征值(即 ( )Gρ )相同。如 3)中所示，Perron
特征向量是唯一的，最多相差一个标量倍。 

定理 2.4 [4]：设 A 是一个 n n× 对称矩阵，且其特征值 ( ) ( )1 nA Aλ λ≥ ≥ 以非增顺序排列。令 x 表

示常用的欧几里得范数，即 ( )
1
2

1
2

i i
n x
=∑ 。那么 ( ) { }1 1max xA x Axλ = ′= 。 

定理 2.5 [5]：令 G 是具有 n k− (1 2k n≤ ≤ − )个顶点的图，顶点集 ( ) { }1 1, , ,n n kV G v v v− +=  。如果G′是
通过在 G 中的 1kv + 上添加 k 个悬挂点 1 2, , , kv v v 得到，那么 

( ) ( )( ), detk
n k n kP G x x xI A G B− −′ = − −⋅ ， 

其中 ( )( )11a A G 对应于顶点 1kv + ，且 ,0, ,0diagn k
kB
x−

= 
 
 

 。 

3. 主要结论 

定理 3.1：当双圈图 ( )3,3nS 的点数 n 变大时，其最大特征值也变大，即 ( )( ) ( )( )13,3 3,3n nS Sρ ρ +<
 

(见
图 2)。 
 

 
( )3,3nS                                              ( )1 3,3nS +  

Figure 2.Bicyclic Graphs ( )3,3nS  and ( )1 3,3nS +  

图 2.双圈图 ( )3,3nS 和 ( )1 3,3nS +  
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证明：设 ( )1 2, , , nx x x x ′=  是 ( )3,3nS 的单位 Perron 向量， ix 是对应于 ( )3,3nS 的顶点 iv 的分量值。

记 1A 是 ( )3,3nS 的邻接矩阵， 2A 是 ( )1 3,3nS + 的邻接矩阵，即
1

2 0
A X

A
X

 
=  ′ 

，其中， ( )1,0, ,0X ′=  。现

在 ( )3,3nS 的图上增加一个孤立点 1nv + ，所得到的图记作 ( )*
1 3,3nS + ，其对应的邻接矩阵为

1* 0
0 0
A

A  
=  
 

。 *A

的最大特征值 ( )( ) ( )( )*
1 3,3 3,3n nS Sρ ρ+ = 对应的特征向量为 ( )1 2, , , ,0ny x x x ′=  。 

又因为 ( )( ) 13,3nS x A xρ ′= ， ( )( ) ( )( )* *
1 3,3 3,3n nS S y A yρ ρ+ ′= = ， 

所以 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )* * *
1 1 1 2 23,3 3,3 3,3 3,3 0n n n nS S S S y A y y A y y A A yρ ρ ρ ρ+ + + ′ ′ ′− = − ≥ − = − = 。 

若 ( )( ) ( )( )1 3,3 3,3n nS Sρ ρ+ = ，则 ( )( )2 1 3,3nA y S yρ += 成立，即 

( )( )1
1 3,3

0 0 0n

A X X X
S

X
ρ +

    
=    ′    

 

成立。 
然而 

( )( ) ( )( )11 1
1

3,3
3,3

0 0 01
n

n

S XA X X A X X
S

X X X
ρ

ρ+
+

       
= = ≠        ′ ′       

 

矛盾。 
因此， ( )( ) ( )( )13,3 3,3n nS Sρ ρ +< 。 

定理 3.2：当双圈图 ( )3,3nθ 的点数 n 变大时，其最大特征值也变大，即 ( )( ) ( )( )13,3 3,3n nρ θ ρ θ +<  (见
图 3)。 
 

 
( )3,3nθ                                              ( )1 3,3nθ +  

Figure 3.Bicyclic Graphs ( )3,3nθ  and ( )1 3,3nθ +  

图 3.双圈图 ( )3,3nθ 和 ( )1 3,3nθ +  
 

证明：同定理 3.1 的证明，很容易证得 ( )( ) ( )( )13,3 3,3n nρ θ ρ θ +< 。 
定理 3.3：当 5n ≥ 时， ( )( ) ( )( )3,3 3,3n nSρ θ ρ>

 
(见图 4)。 

证明： ( )3,3nθ 删除 4n − 个 1v 的悬挂点得到的图记为 G， ( )3,3nS 删除 5n − 个 1v 的悬挂点得到的图记

为G′。 
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由定理 2.5 可得： 
 

 
( )3,3nθ                                                    ( )3,3nS  

Figure 4. Bicyclic Graphs ( )3,3nθ  and ( )3,3nS  

图 4. 双圈图 ( )3,3nθ 和 ( )3,3nS  
 

( )( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( )

4
4 4

4 4 2

6 6 4 3 2

6
1

3,3 , det

1 4 2 8

1 4 2 8

n
n

n

n

n

P x x xI A G B

x x n x x n

x x n x x n x

x xf

θ −

−

−

−

= − −

 = − + − + − 

 − + − + −=

=



 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( )

5
5 5

6 6 4 3 2

6
2

3,3 , det

1 4 2 5 4 5

n
n

n

n

P S x x xI A G B

x x n x x n x x n

x f x

−

−

−

′= − −

 = − + − + − + + − 

=

 

其中 ( ) ( ) ( )6 4 3 2
1 1 4 2 8f x x n x x n x= − + − + − ； ( ) ( ) ( )6 4 3 2

2 1 4 2 5 4 5f x x n x x n x x n= − + − + − + + − ； 
那么 ( )( )3,3nρ θ ， ( )( )3,3nSρ 分别是 ( )1 0f x = 和 ( )2 0f x = 的最大根。又因为 ( )3,3nθ 和 ( )3,3nS 都以

1, 1nK − 作为真子图，所以根据定理 2.1 和定理 2.2 可得： 

( ) ( )( ) ( )( ){ }1, 11 1 min 3,3 , 3,3n n nn K Sρ ρ θ ρ−< − = <  

令 ( ) ( ) ( ) 2
2 1 3 4 5f x f x f x x x n= − = + + − ，则 ( ) 6 4f x x′ = + ， ( ) 6 0f x′′ = > 。 

所以，当 1x n> − 且 5n ≥ 时，有 ( ) ( )1 6 1 4 0f x f n n′ ′> − = − + > ，进一步有， 

( ) ( )1 2 2 4 1 0f x f n n n> − = + + − > ，那么 ( )( )( ) ( )( )( )2 13,3 3,3 0n nf S f Sρ ρ− > ，而 ( )( )( )2 3,3 0nf Sρ = ，

则 ( )( )( )1 3,3 0nf Sρ < 。 
又因为 ( )( )( )1 3,3 0nf ρ θ = ，并且当 ( )( )3,3nx ρ θ> 时， ( )1 0f x > ，所以根据 ( )1f x 的性质，当 5n ≥ 时，

有 ( )( ) ( )( )3,3 3,3n nSρ θ ρ> 。 
例 3.1：通过 Matlab 很容易计算出 ( )( )7 3,3 2.8558Sρ ≈ ， ( )( )8 3,3 3Sρ = ， ( )( )9 3,3 3.1413Sρ ≈ ， 

( )( )7 3,3 2.9439ρ θ ≈ ， ( )( )8 3,3 3.0749ρ θ ≈ ， ( )( )9 3,3 3.2054ρ θ ≈ ，从而 

( )( ) ( )( ) ( )( )7 8 93,3 3,3 3,3S S Sρ ρ ρ< < ， ( )( ) ( )( ) ( )( )7 8 93,3 3,3 3,3ρ θ ρ θ ρ θ< < ， ( )( ) ( )( )7 73,3 3,3Sρ ρ θ< ，

( )( ) ( )( )8 83,3 3,3Sρ ρ θ< ， ( )( ) ( )( )9 93,3 3,3Sρ ρ θ< 。因此，在一定程度上验证了定理 3.1~定理 3.3 的正

确性。 
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4. 结论与展望 

本文主要研究了两类连通双圈图 ( )3,3nS 和 ( )3,3nθ 的最大特征值，利用二次型以及双圈图的邻接矩

阵的特征多项式进行分析确定它们最大特征值的大小，从而得出一些有意义的结论，使我们对这两类双

圈图的最大特征值有了更加深入的理解。 
我们也将会进一步研究双圈图 ( )3,3nS 和 ( )3,3nθ 随 n 的变化其最小特征值的变化情况，以及在 n 一

定的条件下，双圈图 ( )3,3nS 和 ( )3,3nθ 的最小特征值的比较。 
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