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摘  要 

我们首先建立了具有脉冲控制的有关传染性害虫的数学模型，其模型是脉冲微分方程。进而，得到了控

制变量的某个临界值。当有传染性的害虫的周期释放数目比这临界值大时，就会存在一个全局渐近稳定

的边界周期解；当有传染性的害虫的释放数目比这临界值小时，该系统是持久的，这表示平凡的边界周

期解失去了它的稳定性。 
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Abstract 
In this paper, we first propose a mathematical model concerning an impulsive pest control strate-
gies. Therefore, our models are the impulsive differential equations. And then we obtain some 
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critical value of control variable. It is observed that there exists a globally asymptotically stable 
boundary periodic solution when the amount of infective pests released periodically is larger than 
this critical value. When the amount of infective pests released is less than this critical value, the 
system is shown to be permanent, which implies that the trivial boundary periodic solution loses 
its stability. 
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1. 引言 

随着社会的发展、科学和技术的不断进步，越来越多的农药被用来控制农作物害虫，因为它们能快

速地杀死大量成群的害虫，而且有时也是防止粮食减产的惟一可行的方法。然而，人们也逐渐认识到：

如此多的农药被广泛地使用，既是人类健康的一个主要杀手，同时也是造成自然环境破坏的一个重要因

素。因此，得到很多学者的关注，研究问题主要涉及环境分析和害虫群动力系统的研究。其目的就是利

用所有可能的技术及合适的方法使害虫保持在一个恰当的可以控制的范围之内，只要不对经济造成损失

即可。 
最近，害虫控制模型被很多学者关注[1]-[7]，而且也得到了很多结果。正如我们所知道的，大多数的

关于流行病模型的研究报告常常假设疾病孵化可以忽略不计，因此，一旦被感染，每个易受感染的个体

(S)立刻成为有传染性的(I)，并且后来获得永久的或暂时的后天免疫性的恢复(R)。建立在这些假设下的模

型经常被称作 SIR 或 SIRS 模型。在假设易得病的人满足 logistic 方程，影响速度具有 kISq形式，而且在

总数不是常数的情况下，文[8]研究了 SIR 流行病模型。 

2. 问题的提出 

利用有害物去控制和传染疾病。也即研究用一种流行疾病去控制一种害虫群的控制问题，控制变量

是被感染害虫的释放速度。利用控制变量的一个最小变化，使害虫群保持在一个确定的水平之下；我们

还假设：被感染的害虫的释放是连续的或具有脉冲性质。因此，我们建立的模型是常微分方程或脉冲微

分方程。关于脉冲微分方程的应用在文[9] [10] [11]中有系统的研究。 
为了行文方便，我们提出下面的假设 
(H1)害虫群被分为两类：一类是易受感染的；另一类是有传染性的。 
(H2)易受感染的害虫满足 logistic 增长，而有传染性的疾病通过媒介传播，即传染速度可以用 2nS Iβ 表

示。 
(H3)害虫群的总数不是常数，是可以变化的。 
并在此基础上建立了下面的数学模型 
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和 
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其中，S 和 I 分别表示易受感染的害虫和有传染性的害虫的密度； 0r > 表示易受感染害虫的固有增长率；

0k > 表示害虫适应环境的能力； 0β > 表示感染速率； 0ω > 表示有传染性的害虫的死亡率； 0 1θ< < ；

0u > 表示被感染害虫的释放速度。在系统(2)中，τ 是脉冲调制周期， uτ 表示在每个时间τ 内受脉冲作

用的被感染害虫的总数。 
文[12]进一步给出两个假设： 
(H4)被感染的害虫永远不能恢复，有传染性的害虫能再生，而且对作物无损害，而易受感染的害虫

可以对作物造成损伤。 
(H5)存在一个临界值 SM，对于害虫损害来讲，SM代表一个最具经济意义的水平。 
并得到关于 S，I 的流行病模型为 

( )
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                          (3) 

文[12]研究了一类具有连续控制的有关传染性害虫的数学模型即系统(1)和(3)正平衡点的全局渐近稳

定性，并得到了控制变量的最小上界。在这篇文章里，我们将继续对一类具有脉冲释放的数学模型，即

系统(2)进行研究。 

3. 被感染害虫的脉冲释放 

为了便于陈述和证明我们的主要结果，我们首先给出下面的定义、符号和引理。记 [ )0,R+ = ∞ ，

( ) ( ) ( )( ) 2,x t S t I t R+= ∈ ， ( )T
1 2,f f f= 表示系统(2)的右边函数 2:V R R R+ + +× → ，而 V 被称作具有 0V 级是

指 
1) V 在 ( )( 2, 1n n Rτ τ ++ × 上是连续的，而且对于任意的 2 ,x R n Z+ +∈ ∈ ，极限 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
lim , ,

t y n x
V t y V n x

τ
τ+
+

→
=  

存在有限。 
2) V 关于 x 满足局部 Lipschitzian 条件。 
定义 3.1 
对于 0V V∈ ， ( ) ( )( 2, , 1t x n n Rτ τ +∈ + × ，定义 

( ) ( )( ) ( )
0

1, lim sup , , ,
h

D V t x V t h x hf t x V t x
h+

+

→
 = + + −  . 

记系统(2)的解为 ( ) ( ) ( )( ) 2, :x t S t I t R R+ += → ， ( )x t 在 ( )( 2, 1 ,n n R n Zτ τ + ++ × ∈ 上是连续可微的，而且

( ) ( )lim
t n

x n x t
τ

τ
+

+

→
= 存在。由于系统(2)具有光滑性[5]，所以系统(2)的解是全局存在惟一的。 

下面的引理是明显的。 
引理 3.1 假设 ( )x t 是系统(2)的一个解，满足 ( )0 0x + ≥ ，那么对于所有的 0t ≥ ，都有 ( ) 0x t ≥ 。而且，
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如果 ( )0 0x + > ，那么对于所有的 0t > ，都有 ( ) 0x t > 。 
引理 3.2 (比较定理，[12])记 2:V R R R+ + +× → ， 0V V∈ ，假设 

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( )( )
, , , ,  ,

, , ,    ,n

D V t x t g t V t x t t n

V t x t V t x t t n

τ

τ

+

+

 ≤ ≠


≤ Ψ =

                          (4) 

这里 :g R R R+ +× → 在 ( )( , 1n n Rτ τ ++ × 上连续，而且对于任意的 z R+∈ , n Z+∈ ，极限 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
lim , ,

t y n z
g t y g n z

τ
τ+
+

→
=  

存在有限； :n R R+ +Ψ → 单调不减。记 ( )R t 是下面脉冲微分方程 
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                                (5) 

在 [ )0,+∞ 上的最大解。那么只要 ( )0 00 ,V x v+ ≤ 就有 ( )( ) ( ),V t x t R t≤ ， 0t ≥ ，这里 ( )x t 是系统(2)的任一解。 
往下，我们将证明系统(2)解的最终一致有界性。 
引理 3.3 存在 2 0M > ，使得对于系统(2)的任一解 ( ) ( )( ),S t I t ，只要 t 充分大，就有 ( ) 2S t M≤ ，

( ) 2I t M≤ 。 
证明 定义函数 ( ) ( ) ( )V t S t I t= + ，通过直接计算可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

,  ,

,  1, 2, .

rS r SID V t V t r S t n
k
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θω ω τ

τ τ τ
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 = + = 

                      (6) 

易知方程(6)的右边函数有界。因此，存在 0L > 使得 

( ) ( )
( ) ( )
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由比较定理知，对于任意的 ( )( , 1t n nτ τ∈ + 有 
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因此 ( )V t 最终有界，于是存在 2 0M > ，使得对于系统(2)的任一解 ( ) ( )( ),S t I t ，只要 t 充分大，就有

( ) 2S t M≤ ， ( ) 2I t M≤ 。证毕。 
下面，我们考虑系统(2)的辅助系统 
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当 ( )1n t nτ τ< < + 时，系统(7)的解是 
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( )e0 e .
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由此我们得到 
引理 3.4 系统(7)有一个正周期解 ( )*I t ，而且对于系统(7)的任一个解 ( )I t ，当 t →∞ 时，总有

( ) ( )* 0I t I t− → 。这里 ( )
( )

* e
1 e

t nuI t
ω τ

ωτ

τ − −

−=
−

， ( )* 0
1 e

uI ωτ

τ+
−=

−
。 

现在，我们研究系统(2)的边界周期解的稳定性。易知系统(2)有一个边界周期解 ( )( )*0, I t 。即 

( )( )
( )

* e0, 0,
1 e

t nuI t
ω τ

ωτ

τ − −

−

 
=   − 

, ( )1n t nτ τ< ≤ + . 

定理 3.1 系统(2)的边界周期解 ( )( )*0, I t 是全局渐近稳定的，只要 

ku ω
θ

> .                                       (8) 

证明 通过研究解的微小参数扰动，我们可以确定边界周期解 ( )( )*0, I t 的稳定性。 
记 ( ) ( )( ),S t I t 是系统(2)的任一解，而且 ( ) ( )1S t u t= , ( ) ( ) ( )*

2I t u t I t= + 。系统(2)在 ( )( )*0, I t 的相应

线性系统是 
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                              (9) 

记 ( )tφ 是(9)的基解矩阵，则 ( )tφ 满足 

( ) ( )
( ) ( )

*

d 0
d

0

r I tt r t A tkt

θφ
φ φ

ω

 
− = = 

 − 

,                         (10) 

而且 ( )0 Iφ = ，这里 I 是单位矩阵。因此，基解矩阵是 

( ) ( )

( )

*
0

exp d 0

exp

t rr I s s
kt

t

θ
φ

ω

   −   =    
 ∆ − 

∫ . 

这里我们忽略矩阵中∆的精确表达式，因为下面的研究过程用不到。 
系统(9)的第 3 和第 4 个方程可以写为 

( )
( )

( )
( )

1 1

22

1 0
0 1

u n u n

u nu n

τ τ

ττ

+

+

      =         
. 

边界周期解 ( )( )*0, I t 的稳定性由下面的单位矩阵的特征值决定。 

( ) ( )
1 0
0 1

M φ τ φ τ
 

= = 
 

. 

这里 

1 e 1ωτλ −= < , ( )*
2 0

exp drr I s s
k
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∫ . 
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由 Floquet 理论[4]，如果 2 1λ < ，也即条件(8)成立，则边界周期解 ( )( )*0, I t 是局部稳定的。 

下面，我们将证明全局吸引性。给定 0ε > ，使得 ( )( )*
0

exp d 1rr I s s
k

τ θρ ε  = − − <  
  

∫ 。 

注意 ( ) ( )I t I tω≥ − ，由引理 3.2 和 3.3，只要 t 充分大，就有 

( ) ( )*I t I t ε> − .                                   (11) 

为简化计，我们假设(11)对任意的 0t ≥ 成立。因此由方程(2)和(11)得 

( ) ( ) ( )*1S t rS t I
k
θ ε ≤ − − 

 
                                (12) 

在区间 ( )( , 1n nτ τ+ 积分(12)得 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )1 *1 exp d .
n

n

rS n S n r I t t S n
k

τ

τ

θτ τ ε τ ρ
+  + ≤ − − =  

  
∫  

于是，当 n →∞时， ( ) ( )0 0nS n Sτ ρ+≤ → ，所以当 t →∞时， ( ) 0S t → 。 
往下我们证明当 t →∞ 时， ( ) ( )*I t I t→ 。对于 0 ε ω< ≤ ，存在 0 0t > ，使对所有的 0t t≥ 都有

20 nSβ ε< < 。不失一般性，假设对所有的 0t ≥ 都有 20 nSβ ε< < ，于是由系统(3)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2nI t I t S I t I t I tω β ω ε ω− ≤ = − ≤ −                       (13) 

由引理 3.2 和 3.3 得 ( ) ( ) ( )1 2y t I t y t≤ ≤ ，而且当 t →∞时， ( ) ( ) ( ) ( )* *
1 2 2,y t I t y t y t→ → ，这里 ( )1y t ,

( )2y t 分别是下述系统的解； 
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( ) ( ) ( )
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( )
( )( )

( ) ( )*
2

e , 1
1 e

t nuy t n t n
ε ω τ

ε ω τ

τ τ τ
− −

−
= < ≤ +

−
. 

因此，只要 t 充分大， 1ε 充分小，就有 ( ) ( ) ( )* *
1 2 1I t I t y tε ε− < < + 。由于当 0ε → 时， ( ) ( )* *

2y t I t→ ，因

此，当 t →∞时， ( ) ( )*I t I t→ 。证毕。 
注意 由定理 3.1，我们得到了控制变量的某个临界值，当有传染性的害虫的周期释放数目比这临界

值大时，就会存在一个全局渐近稳定的边界周期解。 
往下我们将研究系统(2)的持久性，为了方便，我们先给出下面的定义： 
定义 3.2 如果存在正常数 0M m≥ >  (与 ,S I 的初值无关)和确定的时间 0T ，使得对于系统(2)的任一

解 ( ) ( )( ),S t I t ，只要 ( )0 0S + > , ( )0 0I + > ，对于任意的 0t T>  ( 0T 可以与初值 ( ) ( )( )0 , 0S I+ + 有关)，总有

( )m S t M≤ ≤ , ( )m I t M≤ ≤ ，则称系统(2)是持久的。 
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定理 3.2 系统(2)是持久的，只要 

ku ω
θ

< .                                     (16) 

证明 假设 ( ) ( )( ),S t I t 是系统(2)的满足 ( ) ( )0 0,  0 0S I> > 的任一解，由引理 3.3，存在正常数 ( )M L< ，

只要 t 充分大，就有 ( )S t M≤ , ( )I t M≤ 。为方便计，假设对所有的 0t ≥ 都有 ( )S t M≤ , ( )I t M≤ 。由

(11)得，只要 t 充分大，就有 ( ) ( )*I t I t ε> − ，于是 ( ) 2 2
e

1 e

tuI t m
ω

ωτ
τ ε

−

−≥ −
−

 , 2 0ε > 。 

因此，只要确定 1 0m > 使 ( ) 1S t m≥ ，分以下两步 
1) 首先令 3 10,  0m ε> > 充分小，使 

2
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2 13
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k k
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我们将证明 ( ) 3S t m< 不会对所有的 0t ≥ 成立。否则 
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由引理 3.2 和 3.3 得 ( ) ( )3I t y t≤ ，而且当 t →∞时 ( ) ( )*
3 3y t y t→ ，这里 ( )3y t 满足 
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而且 
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τ τ τ
−

= < ≤ +
−

. 

因此，存在 1 0T > ，只要 1t T> ，就有 

( ) ( ) ( )*
3 3 1I t y t y t ε≤ ≤ +  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )* 2 1 *3
3 1 3 3 1 .nrm rS t S t r y t m y t

k k
θ ε β ε− ≥ − − + − + 

 
                  (18) 

取 1N Z+∈ ，满足 1 1N Tτ ≥ ，在区间 ( )( , 1n nτ τ+  , 1n N> 上积分(18)得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
1 exp d e

n

n
S n S n t S n

τ σ
τ

τ τ τ
+++ ≥ ∆ =∫ . 

这里 ( )( ) ( )( )* 2 1 *3
3 1 3 3 1

nrm rr y t m y t
k k

θ ε β ε−∆ = − − + − + 。 

于是，当 k →∞时， ( )( ) ( )1 1 e .kS N k S N στ τ+ ≥ →∞ 这与 ( )S t 的有界性矛盾。因此，存在 1 0t > ，使

( )1 3S t m≥ 。 
2) 其次，如果 ( ) 3S t m≥ 对所有的 1t t≥ 成立，结论自然成立。因此，我们只需考虑离开区域
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( ) ( )( ) ( ){ }2
3, :S t I t R S t m+Γ = ∈ < 后又进入该区域的那些解。记 ( ){ }1

*
3inf :t tt t S t m≥= < ，则 ( ) 3S t m≥ ，

)*
1,t t t∈  ，且由于 ( )S t 连续，所以 ( )*

3S t m= 。选取 2 3,n n Z+∈ ，使 

321
2

1 ln ,  e e 1nnn
M u

σητε
τ

δ τ
> >

+
. 

记 2 3T n nτ τ= + ，则我们可以断言，存在 ( * *
2 ,t t t T ∈ + 使得 ( )2 3S t m> 。否则，我们在 ( ) ( )* * *

3y t I t
+ +

= 下

考虑(17)得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 *
3 3 1 31 e

1 e
t nuy t y n y tτ δ

δτ

ττ − ++ = + − + − 
, ( ) 1 1 2 31 , 1 1n t n n n n n nτ τ< ≤ + + < < + + + . 

于是 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1*
3 3 1e t ny t y t M u τ δτ ε− +− < + < , ( ) ( ) ( )*

3 3 1I t y t y t ε≤ ≤ + , * *
2t n t t Tτ+ ≤ ≤ + , 

这说明(18)在区间 * *
2t n t t Tτ+ ≤ ≤ + 成立，与第一步类似可得 ( ) ( ) 3* *

2 enS t T S t n στ+ ≥ + 。于是由(2)的第

一个方程得 

( ) ( ) ( )2 13
3

nrm r MS t S t r m M S t
k k

θ β η− ≥ − − − = 
 

 . 

在区间 * *
2,t t n τ + 上积分得 ( ) ( ) 2 2* *

2 3e en nS t n S t mητ ηττ+ ≥ = ，因此， ( ) 32*
3 3e ennS t T m mσητ+ ≥ > ，矛盾。 

记 ( ){ }3inf :
t t

t t S t m∗≥
= ≥ ，则 ( ) 3S t m≥ ，于是对于任意的 * ,t t t ∈  总有 

( ) ( ) ( ) ( )
*

2 3*
3 3 1e e

t t n nS t S t m m m
η ητ− +≥ ≥  . 

对于 t t> ，由于 ( ) 3S t m≥ ，用类似的研究可得，对于任意的 1t t≥ 都有 ( ) 1S t m> 。证毕。 
注意 由定理 3.2，我们得到了控制变量的某个临界值，当有传染性的害虫的释放数目比这临界值小

时，该系统是持久的，这表示平凡的边界周期解失去了它的稳定性。 
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