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摘  要 

量子隧穿作为没有经典对应的纯粹量子力学现象，其发生是否是瞬时的，即是否需要有限的时间，自量

子力学建立到现在一直是人们悬而未决饱受争论的研究课题。本文通过计算粒子经过三角势垒的Wigner
相位时间以及驻留时间可发现：随着波数k的变化，透射相位与反射相位呈两种相反变化趋势，而驻留

时间则与透射相位时间变化相同；但相位时间和驻留时间均会出现峰值，且有振荡行为。 
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Abstract 
Quantum tunneling is a pure quantum phenomenon without any classical analogy. Whether it is 
instantaneous process or a process with finite time is an intensively debated issue since the early 
days of quantum mechanics. In this paper, we calculate the Wigner phase time and dwell time for a 
particle tunneling through a triangle barrier. We find that with the change of wave number k, the 
transmission phase time and the reflection phase show two opposite trends, while the dwell time 
changes the same as the transmission phase time. However, the phase time and dwell time both 
appear peak and oscillate. 
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1. 引言 

量子隧穿作为没有经典对应的纯粹量子力学现象，是指微观粒子能量低于势垒高度时穿越势垒的行

为。利用量子隧穿效应能够解释星际云中氢键的形成和恒星核聚变[1]以及放射性衰变[2]。但量子隧穿中

可能存在的超光速现象令人困惑，所以量子隧穿时间作为衡量隧穿过程一个关键的动力学量——其存在

的问题仍然亟待澄清。量子隧穿时间最早起源于 Condon [3]提出的量子隧穿相速度问题。1932 年 MacColl 
[4]首次完成含时薛定谔方程的近似波包分析，给出隧穿时间的表达式，并认为隧穿几乎不需要明显的时

间就能发生。此后量子隧穿时间一直是该领域争论的焦点[5]。正如泡利[6]所说，不同于诸如动量在内的

其他力学量算符，理论上似乎无法得到一个与 Hamiltonian 共轭的时间算符，时间在量子力学中只是一个

参量。由于物理学大家的否定性断言，对量子隧穿中时间问题的讨论沉寂了几十年。直到 1962 年，Hartman 
[7]发现相比于自由区域，势垒似乎为粒子提供了“捷径”，粒子通过势垒所花的时间似乎更少，且 Hartman
在文章中得到一个令人惊讶的结论：宽势垒的隧穿时间与势垒宽度无关[7]。这一结论意味着如果势垒足

够宽，就会出现超光速现象。该结论似乎和 Einstein 的相对论因果关系相冲突，因而引起了巨大的争论。

之后，人们为了得到一个能够很好度量隧穿时间的物理量，产生了很多不同的隧穿时间定义[8] [9] [10]。
迄今为止，定义隧穿时间的方法一般分为以下几类——第一类是跟踪波包的特征(如波峰)运动来定义时

间。第二类是对粒子可能的经典路径取 Feynman 平均，即对于一组可能的经典路径，求出粒子在势垒中

每一条路径上花费的时间，然后再对这些时间求 Feynman 平均。第三类是引进新的自由度，构造与运动

粒子耦合的物理时钟来测量量子隧穿时间。此外，还有一种非常重要的隧穿时间——即驻留时间，该时

间定义比较清晰，因为它不区分粒子最终是透射离开势垒还是被势垒反射回去，它仅代表粒子与势垒作

用的平均时间。诸多的时间定义各有优劣，目前尚无学界充分认可接受的标准时间定义，部分原因是缺

少经典对应，部分原因则是缺少较为可信的实验。 
近年来，随着超快激光技术的发展，实验上对隧穿时间的测量有了新的进展。2014 年，Keller [11]

实验室利用“阿秒钟”技术(“阿秒钟”是指原子中的电子遇到一个原子实库伦势、激光线性势和原子实

偶极势的叠加势垒，当发生隧穿附近自由电子的动量分布与激光电场诱导的隧穿方向间存在一个可定义

为时间延迟的角度)测得氦原子隧穿时间为 50 阿秒。而 Litvinyuk [12]等人认为对于多电子原子，既无法

准确建模，也令电离动力学的解释更为复杂化。因此 Litvinyuk 等人为了解决这一问题在 2019 年用更为

简单的氢原子进行实验，测得氢原子的隧穿时间为 1.8 阿秒。但“阿秒钟”实验存在一个问题：电子并

不是直接撞击势垒，而是从准束缚态中逃逸出来的，所以隧穿的“开始”时间存在争议[13]。2019 年 7
月，Steinberg [13]等人使用“拉莫尔钟”对量子隧穿时间进行了测量，利用玻色爱因斯坦凝聚态下的铷

原子穿过具有伪磁场的势垒，通过原子的赝自旋进动测得隧穿时间大约为 0.62 毫秒。就目前已知的定义

来看，“拉莫尔钟”给出隧穿时间的测量结果比较令人信服，也是我们后期研究的重点。本文中，第二

部分我们简要回顾了薛定谔方程的解，并得到在三角势垒定态波函数的精确解；第三部分，我们计算了
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微观粒子穿过三角势垒的透射相位时间和反射相位时间，并作出相位时间随波数 k 的变化情况；在第四

部分，我们计算了通过三角势垒的驻留时间，并通过图像显示了驻留时间与波数 k 的关系，最后我们对

三角势垒的隧穿时间进行了分析与总结。 

2. 三角势垒下薛定谔方程的解 

在讨论量子隧穿时间之前，我们先简单回顾一下能量为 2 2 2E k m= � 的中子在右直角三角势垒(如
图 1 所示)中运动的量子描述。我们令三角势垒左侧斜率为α ，右侧斜率无穷大，则有： 

0 0
0tri

z z l
V

z z lα
< ≥

=  ≤ <

或
                                   (1) 

其中 l 为势垒的宽度，且 0V lα= 为三角势垒的高度。 
 

 
Figure 1. Particles pass through a triangular barrier 
图 1. 粒子通过三角势垒的隧穿 

 

考虑一般的含时薛定谔方程： 

( ) ( ) ( )
2

, ,
2

i z t V z z t
t m

 ∂
Ψ = − + Ψ ∂  

�
�                            (2) 

对(2)式进行分离变量，则有特解 ( ) ( ) ( ), e diEt
Ez t E z Eρ ψΨ = ∫ � 。其中 ( )Eρ 是波包 ( ),z tΨ 的傅里叶 

展开的权重因子，而 ( )E zψ 是本征能量为𝐸𝐸的定态波函数，可以通过求解定态薛定谔方程得到： 

( ) ( ) ( )2

2 1 0E E

V zmEz z
E

ψ ψ
 

′′ + − = 
 �

                            (3) 

作为初步，同时也为计算简便，我们仅探讨定态薛定谔方程的解并给出在单色近似 ( ) ( )0E E Eρ δ= −

下的隧穿时间，这相当于求解非局域的平面波解。更为一般化的含时薛定谔方程的波包解我们留待以后

研究。 

将(1)式中三角势垒的具体形式带入到(3)式中，其中我们定义特征长度 ( )
1

2 32CL mα≡ � ，从而可得特

征能量 ( )
1

2 2 3/2cE mα≡ � ，假定三个不同区域波函数的解： 

e e 0,ikz ikz
I R zψ −= + <                                   (4) 

[ ] [ ]1 2Ai Bi , 0II D D D Dc E z c E z z lψ = − + + − + ≤ <                       (5) 

e ,ikz
III T l zψ −= ≤                                     (6) 
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其中 D CE E L= ， D Cz z L= ；R 和 T 为反射和透射振幅。利用波函数在 0z = 和 z l= 处的连续性条件： 

[ ] [ ]1 21 Ai BiD DR c E c E+ = − + −                            (7) 

( ) [ ] [ ]( )1 2
11 Ai BiD D
C

ik R c E c E
L

′ ′− = − + −                       (8) 

[ ] [ ]1 2e Ai Biikl
d D d DT c l E c l E= − + −                         (9) 

[ ] [ ]( )1 2
1e Ai Biikl

d D d D
C

ikT c l E c l E
L

′ ′= − + −                     (10) 

其中 d Cl l L= ，可以分别求出四个系数： 

( ) ( )
2 2 2 e

1 ;
ikl

C C

C C C C

ikL P i JkL
R T

M kL iF kL Q M kL iF kL Q

−− +
= + =

+ + + +
 

[ ] [ ]( )
( )1

2 Bi BiC d D d D C

C C

kL i l E l E kL
c

M kL iF kL Q

′ − + −
= −

+ +
                        (11) 

[ ] [ ]( )
( )2

2 Ai AiC d D d D C

C C

kL i l E l E kL
c

M kL iF kL Q

′ − + −
=

+ +
 

(7)~(10)式中的 M、P、Q、J、F 分别为： 

[ ] [ ] [ ] [ ]Ai Bi Ai BiD d D D D dM E l E E E l′ ′ ′ ′= − + − − − − +  

[ ] [ ] [ ] [ ]Bi Ai Ai BiD d D D d DP E l E E l E′ ′= − − + − + − + −  

[ ] [ ] [ ] [ ]Ai Bi Ai BiD d D D D dQ E l E E E l= − + − − − − +                      (12) 

[ ] [ ] [ ] [ ]Bi Ai Ai BiD d D d D d D dJ E l E l E l E l′ ′= − + − + − − + − +  

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

Bi Ai Bi Ai

Ai Bi Ai Bi
D d D D D d

D d D D D d

F E l E E E l

E l E E E l

′ ′= − + − + − − +

′ ′− − + − − − − +
 

确定四个系数后，自然确定了波函数的精确解。波函数模方随𝑧𝑧的变化如图 2 所示，其中我们选取中

子质量和 6 μm−1 的波数 k，绿色、蓝色和粉色的实线分别为势垒宽度一致(均为 4 nm)时，在三种不同势

垒高度下 ( ) 2
zψ 随 z 的变化情况。通过图 2 可以看出：在势垒宽度一致时，当势垒高度越高时波函数的

模方 ( ) 2
zψ 也越大，表现为粒子在势垒中出现的几率密度随势垒高度增加而增大。 

 

 
Figure 2. Wave function modulo as a function of z 
图 2. 波函数模方随𝑧𝑧的变化情况 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.104130


郑爽，肖智 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.104130 1201 应用数学进展 
 

3. 三角势垒的相位时间 

在我们计算三角势垒的相位时间之前，先简要回顾下相位时间，或称为 Eisenbud-Wigner [8]时间，

它是通过跟踪入射波包的相位变化来定义的。考虑一个能量集中在 ( )E k 的分布很窄的入射波包

( ) ( )eikx iE k tI k − �向一个宽度为 l 的势垒运动，撞上势垒后透射波包和反射波包分别为： 

( ) ( ) ( )ei k kx E k tT k α + −  �                                   (13) 

( ) ( ) ( )ei k kx E k tR k β + −  �                                   (14) 

对于透射波包，跟随波峰 ( )px t 的运动，在稳态相位近似[14]下满足方程： 

( )d 1 d 0
d dp

Ex t t
k k
α
+ − =

�
                                (15) 

显然，隧穿引起了空间延迟 ( ) d dx k kδ α α′= = 和透射时间延迟： 

( )
d 1 d
d d

P
T E v k k

α αδτ = =�                                 (16) 

其中 ( )v k 是群速度。同理，我们可以得到反射相位时间延迟为： 

( )
d 1 d
d d

P
R E v k k

β βδτ = =�                                 (17) 

假定在 k-空间的窄波包近似下，根据(16)和(17)式对于相位时间延迟的定义，可以计算出三角势垒下

的透射相位时间延迟(某种程度上等价于计算 Peres 时间[15])： 

( )
( )

2 2 2 2 2 2 2 4 2

22 2 3 2 2

2
P
T

g F k l FgM g lM Fk lP Fgk Q k lQ

F g k k g M k Q
τ

− + + + + +
=

+ +
               (18) 

为了令反射相位时间的表达式更为紧凑，我们作如下定义： 

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

Bi Ai Bi Ai

Ai Bi Ai Bi
D d D D D d

D d D D D d

H E l E E E l

E l E E E l

′ ′= − + − − − − +

′ ′− − + − + − − +
 

[ ] [ ] [ ] [ ]Bi Ai Ai BiD D d D D dG E E l E E l′ ′= − − + − − − +  
2 2

1q iFgk g M k Q= − − , 2 2
2q iFgk g M k Q= − − −                      (19) 

3q gM ikP= − + , 4q gM ikP= − −  
2

5 3

kq l
g

= − + , 
2

6 4

2 2k lq
gg

= − +  

其中 1 Cg L= ，则反射相位时间为： 

( ) ( )( )((
( ) ( )( )
( )) ( ) ( )( )(
( ) ( )( )

4 2 24
2 2 4 1 1 3

2

3 4 6
1 3 3 1 5 3 6

5 2 4 2 2
3 6 1 1 3 2 2 4

3 4
2 4 4 2 5

6 5 2
4 7 4

2
1 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

p
R

gqi q q gq ik Qq g k iMq G H kq
q

gk Gq ikQq g kQq Pq i kq g kPq q

ig q F k Qq q q gq ik Qq g k iMq G H kq

gk Gq ikQq g kQq Pq i kq

g kPq q ig q F k Q

τ
  

= − − − − − − + +    
+ + − + + +

− − + − − + +

+ − + − + −

+ + −( ))) ( )( )( )23
6 1 1 3 2 42 2q g q kq gkq q gq


− −



             (20) 
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注：(a)图中的顶部是粒子在势垒宽度均为 2 nm 相同时，不同势垒高度下的透射相位时间；(a)图底部为势垒高度(1.13 μev)一致时，

不同势垒宽度下的透射相位时间。(b)图中顶部是粒子在势垒宽度相同均为 2 nm 时，不同势垒高度下的反射相位时间；(b)图底部为

势垒高度(1.13 μev)一致时，不同势垒宽度下的反射相位时间。 

Figure 3. Phase time as a function of wave number k 
图 3. 相位时间随波数 k 的变化 
 

图 3 是相位时间随波数𝑘𝑘的变化情况，其中(a)图为透射相位时间随波数 k 的变化，(b)图是反射相位

时间与波数 k 的关系。(a)图顶部显示了透射相位时间在三角势垒宽度为 2 nml = ，粒子质量为中子质量， 

势垒斜率 0V
l

α = ，特征能量为 ( )
1

2 2 32cE mα≡ � 时，三种不同势垒高度下透射相位时间与波数 k 的关系。 

在势垒宽度相同时，随着波数 k 的增大，三种不同高度下的透射相位时间均随着波数 k 的增加先增加后

减小，出现峰值；其峰值的变化如表 1 所示： 
 
Table 1. Transmission time peaks and corresponding k values at different heights with the same barrier widths 
表 1. 势垒宽度相同时，不同高度下的透射时间峰值及对应的 k 值 

势垒宽度(nm) 势垒高度(μeV) 透射相位时间峰值(ns) 时间峰值对应的 k (μm−1)值 

2 

0.749 0.71 1.48 

0.874 0.68 1.66 

0.999 0.66 1.80 

 
由表 1 可以明显看出势垒宽度一致时，随着势垒高度增加，意味着三角势垒的斜率增大(势垒陡峭)，

透射时间峰值逐渐下降；其峰值对应的 k 值增加(峰右移)。 
图 3(a)底部为三角势垒高度(1.8 μeV)不变时，五种不同势垒宽度下的透射相位时间。通过图 3(a)底部

可以看出：在势垒宽度取五个不同值时，随着波数 k 的增大，透射相位时间都是先增加后减小，出现峰

值；其峰值的变化如表 2 所示： 
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Table 2. Transmission time peaks and corresponding k values at different width with the same barrier height 
表 2. 势垒高度相同时，不同宽度下的透射时间峰值及对应的 k 值 

势垒高度(μeV) 势垒宽度(nm) 透射相位时间峰值(ns) 时间峰值对应的 k (μm−1)值 

1.8 

3.6 1.70 1.85 

6 2.98 1.95 

9 4.61 1.96 

11.25 5.91 1.999 

15 7.95 2.06 

 
通过表 2 可以明显看出：当势垒宽度增加，且势垒高度不变，即三角势垒的斜率减小(势垒平缓)，透

射相位时间峰值变大，且随着势垒宽度的增加，时间峰值对应的 k 值变大，出现峰右移；同时透射相位

时间出现振荡，与势垒宽度较小时对比，如势垒宽度为 15 nm 和势垒宽度为 3.6 nm，势垒越宽振荡越明

显，原因之一可能是：势垒越宽，意味着势垒越平缓，对应的入射、反射分波具有更大的干涉重叠区，

因而干涉越明显，所以表现为振荡越明显。 
对比图 3(a)顶部和底部可以发现：无论势垒高度相同或势垒宽度相同，粒子的透射相位时间均随波

数 k 的增大先增加后减小——即出现峰值；且随势垒宽度增加或势垒高度的减小，相位时间峰值所对应

的 k 值都会变大，峰右移；将峰作为特征时间似乎并不奇怪，粒子能量越高，隧穿深度越深，自然越陡

峭的势垒也越难隧穿，故而对于隧穿时间的峰值对应的 k 也越大，但隧穿的相位时间反而越小；而对同

一高度不同宽度的势垒，峰值 k 越大，其对应隧穿深度越大，相应相位时间自然也越大；且相位时间明

显的振荡行为出现在宽度较大时，而窄势垒下单纯高度的变化并不会有振荡行为产生。 
图 3(b)顶部为反射相位时间在三种不同势垒高度下，势垒宽度为 2 nm 时的变化情况。其中随着波数

k 的增加，反射相位时间逐渐减小；即使改变势垒高度，反射相位时间随波数 k 的变化趋势几乎一致，无

明显的峰出现，这是符合我们预期的：k 越大，速度越快，势垒宽度不变自然反射时间越短；而势垒高度

越高，势垒越硬，自然反射时间也越短；而当势垒高度相同( 0 1.8 μeVV = )，势垒宽度不同时，如图 3(b)
底部所示：反射相位时间出现明显区分。 

图 3(b)底部中反射相位时间在势垒宽度增大时，随着波数 k 的增加先减小后增大，即反射相位时间

出现峰值。其原因是：当势垒不是太硬的时候，即斜率较小时，越大的 k 隧穿深度越大，带来反射时间

的增加；另一方面，越大的 k 速度越快，又导致反射时间的减少；两者竞争的结果导致当 k 不是太大时，

就会出现先增加后减少的趋势，因而出现峰值。且通过图(b)，我们可以看出反射相位时间同透射相位时

间一致，在高度一致，宽度增加时，峰值增加且峰右移；此外，反射相位时间在势垒宽度较大(15 nm)时
有明显振荡，势垒宽度较小(3.6 nm)时，振荡不明显，而在 2 nm 时(图 3(b)顶部)几乎没有振荡。 

4. 三角势垒的驻留时间 

除了相位时间，驻留时间也是隧穿时间较为重要的一种定义。作为对粒子在所有空间散射道(反射、

透射)花费时间的平均度量，驻留时间 Dτ 最早在 1960 年由 Smith [9]引进，1982 年 Büttiker [16]给出了一

维隧穿下驻留时间的表达式： 

( ) ( ) ( )2

1

2
1 2

1, , d ,
x

D x
x x k x x k

j k
τ = Ψ∫                           (21) 
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其中， ( ),x kΨ 是势垒中的波函数， ( )j k 是入射波的几率流。根据驻留时间的定义，结合(11)式中的四个

系数解， 1l 和 2l 分别为积分的上下限，可以得到三角势垒的驻留时间为： 

( ) [ ]

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )
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     (22) 

 
图 4(a)中势垒高度不变时，驻留时间随着波数 k 的增加先增大后减小，出现峰值，通过表 3 可以明

显看出：峰值对应的 k 值在 0.097→0.200 μm−1的范围内，变化较小；势垒宽度增加，势垒高度不变时，

势垒的斜率减小(势垒平缓)，驻留时间的峰值变大，时间峰值对应的 k 值也增加，驻留时间峰右移；此外

势垒宽度较宽时，驻留时间的振荡较为明显。 
 

 
注：图(a)三角势垒高度一致时(为 2 nm)，不同宽度下的驻留时间，图(b)为三角势垒宽度一致时，不同高度下的驻留时间。 

Figure 4. The dwell time as a function of wave number k 
图 4. 驻留时间随波数 k 的变化 
 

图 4(b)显示了：在势垒宽度不变时，当波数 k 增加时，驻留时间先增大后减小，出现峰值；表 4 中
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给出不同高度下的时间峰值和对应的 k 值，很显然随着势垒高度的增加，即势垒斜率变大(势垒陡峭)，驻

留时间的峰值变小，对应的 k 值变大，但变化较小，出现峰右移；k 值较大时，驻留时间的变化趋势几乎

一致。 
 
Table 3. Dwell time peaks and corresponding k values at different width with the same barrier height 
表 3. 势垒高度相同时，不同宽度下的透射时间峰值及对应的 k 值 

势垒高度(μeV) 势垒宽度(nm) 透射相位时间峰值(ns) 时间峰值对应的 k (μm−1)值 

2 

3.6 43 0.2 

6 118.28 0.19 

9 241.29 0.13 

11.25 361.82 0.11 

15 463.05 0.097 

 
Table 4. Dwell time peaks and corresponding k values at different width with the same barrier height 
表 4. 势垒宽度相同时，不同高度下的透射时间峰值及对应的 k 值 

势垒宽度(nm) 势垒高度(μeV) 透射相位时间峰值(ns) 时间峰值对应的 k (μm−1)值 

2 

0.749 18.49 0.49 

0.874 17.71 0.50 

0.999 17.08 0.51 

 
驻留时间的变化同样合乎预期：同高度宽度增加，势垒变缓，对应的隧穿时间增加，表现为图 4(a)；

等宽度势垒高度增加，势垒变陡峭，隧穿时间减少。 
对比三角势垒相位时间和驻留时间可以发现：对于透射相位时间和反射相位时间随波数 k 的增加出

现两种相反趋势的变化——即当势垒的宽度或高度不变时，透射相位时间随着波数 k 的增加先增大后减

小，反射相位时间则是随着波数 k 的增加先减小后增大；但是对于相位时间和驻留时间有相同的变化——

即随着波数 k 的变化过程中相位时间和驻留时间均先增加后减小，出现峰值；势垒的宽度越大或势垒的

高度越小，即势垒的斜率越小(势垒越平缓)时，相位时间和驻留时间的峰值越大；同时随着势垒高度的增

加或者势垒宽度的增加，透射相位时间和驻留时间的峰值都会向右(k 增加的方向)移动，但对于相位时间

和驻留时间不同的是：相位时间的峰值一般出现 11.4 mk −> µ 处，而驻留时间的峰值则一般出现在
10.6 mk −< µ 处。 
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