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摘  要 

针对扩散项带随机系数的演化方程随机最优控制问题，蒙特卡洛方法是一种非常重要的方法，针对随机

量，每次抽样以后，按照以前确定问题的数值方法便可以求解，但是蒙特卡洛方法收敛速度慢，近似解

误差要达到理想精度，需要大量的抽样，每次抽样需要计算一次逆矩阵，这样完成一个问题的求解，就

需要计算大量的逆矩阵。我们针对一类随机抛物最优控制问题，提出一种数值求解集成蒙特卡洛隐式

Euler法，即时间方向采用隐式Euler法，空间上采用线性有限元方法，随机量采用集成蒙特卡洛方法，

控制量采用变分离散技巧，该方法针对所有抽样，只需要求一次逆矩阵，大大减少了计算量，通过误差

分析和数值计算，该方法不影响时间方向和空间方向误差的收敛速度。 
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Abstract 
Monte Carlo method is an important method for the stochastic optimal control problem of evolu-
tion equation with random coefficient in diffusion term. For random quantity, after each sampling, 
the problem can be solved using the numerical method for the corresponding deterministic prob-
lem. However, Monte Carlo method converges slowly, and the approximate solution error needs a 
large number of samples to achieve the desired accuracy. Each sample needs to calculate the in-
verse matrix. So a large number of inverse matrices need to be calculated to solve a problem. For a 
class of stochastic parabolic optimal control problems, we propose an ensemble Monte Carlo im-
plicit Euler method. That is, the implicit Euler method is used for the time space, the linear finite 
element method is used for the space, an ensemble Monte Carlo method is used for the random 
coefficient, and the variational discretization technique is used for the control. This method only 
needs to calculate an inverse matrix once for all samples, which greatly reduces the cost. Through 
error analysis and numerical experiments, this method does not affect the convergence rate for 
time and physical space. 
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1. 引言 

自然生活中，许多现象和工程应用都可以用微分方程来建模，自上世纪七十年代 Lions 的奠基性工

作以来，偏微分方程及最优控制理论已经得到了广泛的研究和分析[1] [2] [3]。实际上，在自然界中存

在着大量的不确定性，比如结构力学、地震学、金融数学等领域，都存在随机的因素，因此需要用随

机模型来描述这些问题。如同确定型微分方程一样，这些随机问题的准确解很难求解，用数值方法来

逼近这些问题的准确解是一种必然的选择。因此，随机问题的理论分析以及数值近似成为了当前研究

的热点问题。 
随机最优控制问题无论在数学、金融、物理还是工程上都有广泛的应用。目前，求解随机偏微分方

程最优控制问题的常用方法有蒙特卡洛(MC)方法、随机有限元方法、随机配置法等。MC 方法是进行数

值仿真中处理随机数据时的首选方法，此方法在求解随机偏微分方程数值解时是最简单易行的方法，它

在执行过程中只需不断重复求解给定样本下的一个确定的偏微分方程。众所周知，MC 方法其收敛速度

为 ( )1 2O N −  (N 是样本点数)，为了达到某个误差精度，该方法在求解时需要大量的抽样。尽管如此，但

由于方法简单，因此该方法及其改进受到了很多学者的青睐。确定型最优控制问题的数值解，需要通过

多次迭代来求解状态方程和对偶状态方程。而对于随机偏微分方程最优控制问题的数值求解，MC 方法

对模型中的随机量进行抽样离散时，求解每个抽样点对应的确定性偏微分方程花费的计算量比直接求解

确定型最优控制问题的计算量多得多。因此，随机最优控制问题的数值求解计算量是相当惊人的。 
对于椭圆随机最优控制问题已有一些研究成果[4] [5] [6]。对于抛物随机最优控制问题，巩本学等人

[7]采用随机 Galerkin 方法对控制受限的随机抛物方程最优控制问题进行了研究，得到了控制、状态、伴
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随变量的先验误差估计，其中随机系数的处理是通过 K-L 展开，该方法是将随机量展开成一个有限维数

的空间，维数越高，误差越小，但是计算量随着维数的增加而呈指数增加，“维数烦恼”在此得到体现。

蒙特卡洛方法是一种简单的方法，每次抽样后，只需要按照原来确定问题的方法来求解即可，只是需要

求解这样的问题很多(大量)次，计算量非常大。骆艳等人在求解随机抛物偏微分方程初边值问题时采用了

一种基于时间的集成算法[8]，每个时间步迭代的矩阵是相同的，大大地提高了这种具有时间迭代的计算

效率。 
本文针对一类抛物随机最优控制问题，在文献[8]的基础上利用集成 MC 隐式 Euler 法来研究其数值

近似，随机系数的处理通过定义集成平均的方式使得计算量大大减少。 

2. 模型描述 

设 ( ), , PΩ ℜ 是完备的概率空间，Ω是所有可能结果的集合，ℜ是事件的σ -代数， [ ]: 0,1P ℜ→ 是一

个概率测度。记 ( )2L D 空间上的内积和范数分别为 ( ),⋅ ⋅ , ⋅ 。记 ( ),s qW D 为 ( )qL D 空间上具有 s 阶导数

的 Sobolev 空间，其中 s 是一个非负整数，1 q≤ ≤ +∞。当 2q = 时，常用 ( )sH D 来代替 ( ),2sW D ，特别

地 ， ( )1
0H D 是 ( )1H D 的 子 空 间 。 ( )1H D− 是 ( )1

0H D 的 对 偶 空 间 ， 其 上 的 范 数 定 义 为

( ) ( )1
01 0

sup ,
v H D

f f v v
− ≠ ∈
= ∇ 。对于1 ,p r≤ < ∞，空间 ( )( ),,p s qL W DΩ 包含了所有随机函数 :v D RΩ× → ，

它们相对于 ( )B Dℜ⊗  σ -代数是可测的，其中 ( )B D 是 D 的σ -代数， ( )( ),,p s qL W DΩ 空间上的范数定义

为 

( )( ) ( )( ), ,

1
1

, dp s q s q

pp q
p qp

L W D W D D
s

v E v E v xα

α
Ω

≤

     = = ∂       
∑ ∫  

和 

( )( ) ( ), ,, esssups q s qL W D W Dv v∞ Ω
Ω

= . 

空间 ( )( ) ( ]( ),, , 0,r p s qL L W D TΩ 包含了所有随机函数 [ ]: 0,v D T RΩ× × → ，该空间上的范数同上面定

义方式一致[7]。 
考虑如下一维随机抛物方程最优控制问题： 

( ) ( )( ) ( )( )22
2 2

0 0

1min , d d
2 2

T T
d L DL Du F

J y u E y y t E u tα
∈

= − +∫ ∫ ,                   (1) 

其中 ,y u 满足如下的抛物方程初边值条件： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )0

, , , , , , , , , 0, ,

, , , , 0, , 0, ,

, ,0 , , .

t x xy a x t y x t u x t x t D T

y a t y b t t T

y x g x x D

ω ω ω ω

ω ω ω

ω ω

∂ − ∂ ∂ = ∈Ω× ×
 = = ∈Ω×


= ∈Ω×

             (2) 

其中 [ ],D a b= 表示空间区域，ω∈Ω为随机变量，E 表示对随机变量取期望， t∂ 和 x∂ 分别表示关于时间

和空间的偏导数， [ ]: 0,dy D T R× → 给定， 0α > 和 0T > 分别是一个给定的常数， ( ) ( ]( )2 2 , 0,F L L D T⊂ 为

凸集。 
对任意 [ ]0,t T∈ ，为了保证问题(1)~(2)解的存在唯一性，假设系数 ( ), ,a x tω 是有界且一致强制的，

即存在 min max,a a R∈ 使得在 [ ]0,D TΩ× × 上几乎处处成立 ( )min max, ,a a x t aω≤ ≤ 。 
引入下列记号： 

( ), dt tD
y v yv x∂ = ∂∫ , ( ), dx xD

b y v a y v x= ∂ ∂∫ , ( ), d
D

u v uv x= ∫ . 
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其中双线性形式 ( ) ( )1 1
0 0:b H D H D R× → ，则状态方程(2)的弱形式可以表述为：对于给定的 0,t ω> ∈Ω，

求 ( ) ( )1
0, ,y t H Dω ⋅ ∈ ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )1
0, , , ,t y v b y v u v v H D∂ + = ∀ ∈ . 

利用 Lagrange 乘数法可得求解原问题(1)~(2)等价于求 ( ) ( )1
0, ,y t H Dω ⋅ ∈ , ( ), ,u t Fω ⋅ ∈ ,  

( ) ( )1
0, ,p t H Dω ⋅ ∈ 满足如下最优性系统： 

( ) ( ) ( ) ( ]
( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]
( )

1
0

0

1
0

0

, , , , , 0, ,
, , , , 0, , 0, ,
, ,0 , , ,

, , , , , 0, ,
, , , , 0, , 0, ,
, , 0, , , 0, ,

, d 0, .

t

t d

T

y v b y v u v v H t T
y a t y b t t T
y x g x t D

p q b q p y y q q H D t T
p a t p b t t T
p x T x t D T

p u w u t w F

ω ω ω
ω ω

ω ω ω
ω ω

α

 ∂ + = ∀ ∈ ∈


= = ∈Ω×
 = ∈Ω×
− ∂ + = − ∀ ∈ ∈
 = = ∈Ω×


= ∈Ω× ×


+ − ≥ ∀ ∈∫

               (3) 

由于 F 为凸集，因此数值求解具有随机系数的抛物型最优控制问题(1)~(2)，就等价于求解最优性系

统(3)。问题(3)的求解需要涉及到随机抛物方程的数值模拟，以下首先介绍数值模拟抛物方程定解问题的

方法，然后再介绍(3)的计算方法。 

3. 集成 MC 隐式 Euler 法 

3.1. 随机抛物方程初边值问题的集成 MC 隐式 Euler 法 

此处仅考虑随机抛物方程初边值问题的数值方法，因此此处将式(2)中的 ( ), ,u x tω 替换成 ( ), ,f x tω 并

假设已知。在抛物方程初边值问题(2)的数值求解方法中，MC 方法是一种非常重要的方法，在给定每个

抽样(给定ω )后，利用原来确定问题的数值方法及程序便可求解。这样为了得到式(2)的统计解，就需要

将其数值求解 K 次，然后平均，其中第 k 次就相当于求解下述问题 

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )0

, , , , , , , , , 0, ,

, , , , 0, , 0, ,

, ,0 , , .

t k x k x k k k k

k k k k k

k k k

y a x t y x t f x t x t D T

y a t y b t t T

y x g x x D

ω ω ω ω

ω ω ω

ω ω

∂ − ∂ ∂ = ∈Ω× ×
 = = ∈Ω×


= ∈Ω×

          (4) 

在对问题(4)进行离散时，考虑到离散格式的稳定性，常用隐式 Euler 法。因此对不同的 k，对应不同

的系数矩阵，就要算一次矩阵的逆。集成方法得到的离散格式对所有抽样只需要算一次逆矩阵，这就大

大减少了计算量。下面介绍处理问题(4)的集成 MC 隐式 Euler 法。 

选取一组独立同分布的随机样本{ }kω ，对应于不同的 k，有不同的解 ( ), ,k ky y ω= ⋅ ⋅ ，其中 1,2, ,k K= � 。

对时间区域 [ ]0,T 进行均匀划分， 0 1 10 N Nt t t t T−= < < < < =� ，时间节点 , 0,1, ,it i i Nτ= = � ，其中步长为

T Nτ = 。定义随机系数的集成均值如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1: , , , , ,
K K

i
i k i k i

k k
a x a x t a x t a x t

K K
ω ω

= =

= = =∑ ∑ .                  (5) 

则基于时间的状态方程可用如下的离散格式来近似，即 

( ) ( )( )
1

1 1 1 1 1
i i

i i i i i ik k
x x k x k x k k

y y
a y a a y f

τ

+
+ + + + +−

− ∂ ∂ − ∂ − ∂ = ,                 (6) 

其中 ( )1
1, ,i

k k ia a x tω+
+= , ( ), ,i

k k iy y x tω= , ( )1
1, ,i

k k if f x tω+
+= 。将式(6)变形得 
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( ) ( )( )
1

1 1 1 1 1
i i

i i i i i ik k
x x k x k x k k

y y
a y a a y f

τ τ

+
+ + + + +− ∂ ∂ = + ∂ − ∂ + . 

对空间 [ ],a b 采用等距剖分 hT ，设步长为 ( )h b a M= − ，节点坐标为 jx a jh= + , 0,1, ,j M= � 。取

有限元空间 ( ){ }1| ,h h h hV v v P x K T= ∈ ∈ ，此处的 K 表示剖分 hT 的某个区间 1,j jx x +  ， ( )1P x 表示一次多

项式。用 ,
i
k h hy V∈ 表示 ( ) ( ), , , ,k i k ia x t a x tω ω= 时式(6)的近似解在 it t= 时刻的值，即 ( ), , ,i

k h h k iy y x tω= 。

则式(6)的集成 MC 隐式 Euler 格式为：求 , , 1, , 1i
k h hy V i N∈ = −� ，使得对任意 h hv V∈ 有 

( ) ( )( ) ( )
1

, , 1 1 1 1 1
, ,, , , , .

i i
k h k h i i i i i i

h x k h x h k x k h x h k h

y y
v a y v a a y v f v

τ

+
+ + + + +

 −
+ ∂ ∂ + − ∂ ∂ =  

 
              (7) 

其中，初始条件 ( ) ( )0 0
, , ,0k h k ky x g xω = 。 

接下来考虑其矩阵形式，在 hV 上，设 ( )j xϕ 为节点基函数，则 ( ), , ,i
k h k iy x tω 可表示为 

( ) ( )1
,1 ,M i

k h k i jj y t xω ϕ−

=∑ ，在式(7)中取 ( )h lv xϕ= 便可得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1
1 1 1 1 1

, , ,
1 1 1

1
1

,
1

d d d

d d

M M M
i i i i i i
k h j l k h j l k h k j lD D D

j j j

M
i i
k h j l k lD D

j

y x x y a x x y a a x x

y x x f x

ϕ ϕ τ ϕ ϕ τ ϕ ϕ

ϕ ϕ τ ϕ

− − −
+ + + + +

= = =

−
+

=

′ ′ ′ ′+ + −

= +

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∫
 

即 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1

, ,
1 1

1 1
1 1 1

, ,
1 1

d d

d d d

M M
i i i
k h j l k h j lD D

j j

M M
i i i i i
k h k j l k h j l k lD D D

j j

y x x y a x x

y a a x x y x x f x

ϕ ϕ τ ϕ ϕ

τ ϕ ϕ ϕ ϕ τ ϕ

− −
+ + +

= =

− −
+ + +

= =

′ ′+

′ ′= − + +

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫
 

记 

( ), dj l j lD
m x xϕ ϕ= ∫ , ( )1 1

, di i
l j j lD

a a x xϕ ϕ+ + ′ ′= ∫ , ( ) ( )1 1 1
, , di i i

k l j k j lD
a a a x xϕ ϕ+ + + ′ ′= −∫ , 1 1

, di i
k l k lD

f f xϕ+ += ∫ . 

则式(7)的矩阵格式为 

( ) ( )1 1 1 1i i i i i
k k k kM A Y M A Y Fτ τ τ+ + + ++ = + + .                         (8) 

为了便于比较和分析计算效果，我们同时给出一般的，没有采用集成方法 MC 隐式 Euler 格式：求

, , 0,1, , 1i
k h hy V i N∈ = −� ，使得对任意 h hv V∈ 有 

( ) ( )
1

, , 1 1 1
,, , ,

i i
k h k h i i i

h k x k h x h k h

y y
v a y v f v

τ

+
+ + +

 −
+ ∂ ∂ =  

 
. 

其中，初始条件 ( ) ( )0 0
, , ,0k h k ky x g xω = 。类似的方法可得其矩阵形式为： 

( )1 1 1i i i i
k k k kM A Y MY Fτ τ+ + ++ = + .                               (9) 

将式(8)和式(9)相比较，为了得到 1i
kY + ，集成方法针对不同的抽样 kω 只需要求一次矩阵的逆

( ) 11iM Aτ
−++ ，而非集成方法，针对不同的抽样 kω ，每迭代一次都要算一次矩阵的逆 ( ) 11i

kM Aτ
−++ ，这

样，抽样次数 K 越大，计算逆矩阵的次数就越多，造成计算量也越大。 

3.2. 随机抛物方程初边值问题的集成 MC 隐式 Euler 格式的稳定性及误差分析 

接下来先讨论集成格式(7)的稳定性，假设下述两个条件是成立的： 
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i) 存在一个正常数θ ，使得对于任意的 [ ]0,t T∈ ，有 

( ){ };min , , 1
x D

P a x tω ω θ
∈

∈Ω > = . 

ii) 存在正常数θ− 和θ+ ，使得对于任意的 [ ]0,t T∈ ，有 

( ) ( ){ }; , , , 1k kP a x t a x tω θ ω θ− +∈Ω ≤ − ≤ = . 

其中，条件(i)保证了问题的一致强制性，条件(ii)表示系数 ( ), ,ka x tω 到式(5)定义的集成均值 ( ),a x t 的距

离是一致有界的。 
引理[8] 3.1. 设 ( ) ( ] ( )( )2 1, , 0, ,k kf f L T H Dω −= ⋅ ⋅ ∈ 并且成立假设条件(i) (ii)及θ θ+> ，则集成格式(7)

是稳定的，并且式(7)的数值解满足 

( )
2 2 2

, , ,
1

2 2 20 0
, ,11

N
N N i
k h k h x k h

i
N

i
k x k h k h

i

E y E y E y

C E f C E y E y

θ τ θ θ

τ τ

− +
=

−
=

     + + − ∂          

     ≤ + ∂ +          

∑

∑
 

其中，C 是与 , ,K h τ 无关的常数。 
下面对式 (4)进行误差估计，设 i

ky 是在 kω ω= 和 it t= 时式 (2)的解， ,
i
k hy 是式 (7)的解，记

( ), , ,i
k h h k iy y x tω= ，定义全离散集成 MC 隐式 Euler 格式(7)的近似为： 

,
1

1 K
i i
h k h

k
y

K =

Φ = ∑ . 

接下来，将对 i i
k hE y  −Φ  进行估计，考虑到数值求解时我们采用的是 MC 方法进行随机抽样，因此，

该式误差来源由有限元离散误差和抽样误差两部分构成，即可以写成如下 

( ) ( ), ,
i i i i i i
k h k k h k h hE y E y E y E y       −Φ = − + −Φ        . 

注意到，右边第一部分为有限元离散产生的误差，第二部分是 MC 抽样产生的误差。 

引理[8] 3.2 对于给定的 ( ] ( )( )2 10, ,kf L T H D−∈ 和 ( ) ( )( )0 2 1 2
0 ,ky L H D H D∈ ，在假设(i) (ii)及θ θ+> 成

立的条件下，有下面式子成立 

( )

( ) ( )

( )

22

2

1

2 2 20 0 2 2
, ,11

1

N N N N
k h x h

N
i i

x h
i

N
i

k x k h k h
i

E E y E E y

E E y

C E f C E y E y C h
K

θ τ

θ θ τ

τ τ τ

−

+
=

−
=

     −Φ + ∂ −Φ        
  + − ∂ −Φ   

      ≤ + ∂ + + +            

∑

∑

 

其中，C 是与 , ,K h τ 无关的正常数。 

4. 随机抛物最优控制问题的集成 MC 隐式 Euler 法 

现在我们来考虑随机抛物最优控制问题，对问题(2)中随机系数 ( ), ,a x tω 的随机量进行随机抽样

{ }kω ，便得 ( ) ( ), , , ,k ka x t a x tω ω= ，如同前面取 ( )ia x ，在随机抛物方程初边值问题集成 MC 隐式 Euler
法的基础上，根据最优性条件(3)，采用变分离散的技巧[9]，我们可以得到问题(2)的第 k 次集成 MC 隐式

Euler 格式为：求 ( ), , ,, ,i i i
k h k h k h h hy p u V V F∈ × × ，使得对任意 ( ),h h h hv q V V∈ × 有下式成立： 
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( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1
, , 1 1 1 1 1

, ,

0 0
,

, , , , ,

, ,0 , 0,1, , 1

i i
k h k h i i i i i i

h x k h x h k x k h x h k h

k h k k

y y
v a y v a a y v f v

y x g x i N

τ

ω

+
+ + + + +

 −
+ ∂ ∂ + − ∂ ∂ =  

 
= = −�

           (10) 

( ) ( )( ) ( )
1

, ,
, , ,

,

, , , , ,

0, 1, ,1,0

i i
k h k h i i i i i i i

h x k h x h k x k h x h k h d h

N
k h

p p
q a p q a a p q y y q

p i N

τ

+ −
− + ∂ ∂ + − ∂ ∂ = −  
 

= = − �

          (11) 

( ), , ,, 0, , 0,1, , 1,i i i
k h k h k hp u w u w F i N Nα+ − ≥ ∀ ∈ = −�                    (12) 

若 ( ) ( ]( )2 2 , 0,F L L D T= ，则式(12)等价于 

,
, , 0,1, , 1,

i
k hi

k h

p
u i N N

α
= − = −� . 

若 ( ) [ ]{ }| , , , . . in 0, ,ad a b a bF U u u u x t u a e D T u uω= = ≤ ≤ Ω× × < ，则式(12)等价于 

,
, , 0,1, , 1,

i
k hi

k h ad

p
u P i N N

α

 
= − = −  

 
� . 

其中 ( ) { }{ }max ,min ,ad a bP v u v u= 。 
以下考虑(10)~(12)的迭代算法，为此对任意 ( ) ( ]( )2 2 , 0,v L L D T∈ ，定义 

( )( )2

1 1
||| ||| ,

N M

j i
i j

v h v x tτ
= =

= ∑ ∑ . 

根据求解最优控制问题的思路，给出如下迭代算法 

算法 I (Algorithm I) 
 

Step1：随机生成一组抽样 { }, 1, ,k k Kω = � ，给定误差限 0, 1eps k≥ = ； 

Step2：猜测一个初始控制 ( )0
,k hu ，初始迭代步 0s = ； 

Step3：利用格式(10)求解状态方程，得 ( ),
, , 1, 2, ,i s

k hy i N= � ； 

Step4：利用格式(11)求解协态方程，得 ( ),
, , 1, ,1,0i s

k hp i N= − � ； 

Step5：利用(12)式得到 ( ), 1
, , 0,1, 2, , 1i s

k hu i N+ = −� ； 

Step6：判断 ( ) ( )1
, ,||| |||s s

k h k hu u eps+− ≤ 是否成立？若成立输出 

( ) ( ) ( )( )T0, 1 1, 1 , 1
, , , ,, , ,s s N s

k h k h k h k hu u u u+ + += � ， 

若 k K= ，转 Step 7，若 , 1k K k k< = + ，转 Step2。若 ( ) ( )1
, ,||| |||s s

k h k hu u eps+− ≤ 不成立，令 1s s= + ，返回 Step3； 
Step7：计算离散目标函数值。 

 
为了计算出目标函数的近似值，将式(1)进行离散得到： 

( ) ( ), ,
1

1, ,
K

k k h k h
k

J y u J y u
K =

≈ ∑ , 

其中 ( ), ,,k k h k hJ y u 的表达式为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2

, , , ,
1 1 1 1

1, , ,
2 2

N M N M
i i

k k h k h k h j d k j i k h j
i j i j

J y u h y x y x t h u xατ ω τ
= = = =

= − +∑ ∑ ∑ ∑ . 

这里我们采用的是复化右矩形公式离散第 k 次抽样计算得到的目标函数值的近似。 
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5. 误差估计 

考虑到数值求解(10)-(12)时我们采用的是 MC 方法进行随机抽样，因此，误差来源由离散误差和抽

样误差两部分构成。 

( ), ,u y p 和 ( ), , ,, ,i i i
k h k h k hu y p 分别是问题(3)和(10)-(12)的解， ( )( ) ( ]( )2 2 1

0, , 0,y L L H D T∈ Ω ，用样本均值

[ ]KE y 来近似 [ ]E y ，在 ,k it tω ω= = 时， [ ]KE y 定义为 

[ ] ( )
1

1 , ,
K

K k i
k

E y y t
K

ω
=

= ⋅∑ , 

我们使用符号 ( )( ) ( ]( )2 2 1
0, , 0,:V L L H D TΩ

⋅ = ⋅ ，则有如下误差 

[ ] [ ] [ ] ( )

[ ] ( )( )

[ ] ( )( )

[ ]( )

2
2

1

2

2
1

2

2
1

22
2

2

1 , ,

1 , ,

1 , ,

1

1 [

K

K k iV
k V

K

k i
k V

K

k i Vk

V V

V

E E y E y E E y y t
K

E E y y t
K

E E y y t
K

E y E y
K

y
K

ω

ω

ω

=

=

=

  − = − ⋅      
 

= − ⋅ 
  

 = − ⋅  

 = − 

 ≤  

∑

∑

∑  

对上述式子两边开平方根，即 

[ ] [ ] 1 2
K VV

E y E y K y−− ≤ . 

接下来考虑 [ ]E y 的有限元近似 [ ]K hE y ，用同样方式有如下定义 

[ ] ( ),
1

1 , ,
K

i
K h k h k i

k
E y y t

K
ω

=

= ⋅∑ . 

对于任意的 ( )( ) ( ]( )2 2 1
0, , , 0,hy y L L H D T∈ Ω ，由三角不等式可得 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]+K h h h K hV V V
E y E y E y E y E y E y− ≤ − − .                 (13) 

可以看到，式(13)右边有两部分，第一部分是有限元离散产生的估计，第二部分是 MC 抽样产生的估计。 
首先分析第一项，根据 Cauchy-Schwarz 不等式可以得到 

[ ] [ ] [ ] 1h h h hV VV V
E y E y E y y E y y C y y − = − ≤ − ≤ −  . 

根据文献[5]有下式成立 

( ) ( ) ( )
2 22 1

min
1 max 1,h dV VV Vy y y a y y hα τ
α

−− ≤ + + + . 

即 

[ ] [ ]h V
E y E y Ch− ≤ . 

再根据 
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22
2 2

min

2 2: 1h dVV Vy C y y
a αα

 
≤ = + + 

 
, 

得 
[ ] [ ] 1 2

h K h V
E y E y CK −− ≤ . 

其中，C 是一个与 h 无关的正常数，仅取决于 , , dF yα 。综上所述，根据引理 3.2 整理可得 
[ ] [ ] ( )1 2

K h V
E y E y C K h τ−− ≤ + + 。该结论可归结为如下定理： 

定理 4.1 ( )( ) ( ]( )2 2 1
0, , , 0,hy y L L H D T∈ Ω ，对 K∀ ∈�，有 

[ ] [ ] ( )( )1 2, ,K h dV
E y E y C F y K hα τ−− ≤ + +  

成立，其中 ( ), , 0dC F yα > 是一个与 h 无关的正常数，仅取决于 , , dF yα 。 

6. 数值算例 

我们给出一个数值算例，通过数值模拟来验证所提方法的有效性。该算例无精确解，取空间区间为

[ ]0,1D = ，时间区间为 ( ]0,1 ，目标泛函中的 1α = , ( ) ( )21 sin 2dy t t x= − π ，随机系数 a 表示为如下形式： 

( ) ( ) ( ), 8 1 cosa x xω ω= + + π . 

用 Matlab 软件进行数值模拟，以下只列出 1 32h τ= = 时的模拟情况。计算时间情况如下表 1，目标泛函

( ),J y u 的近似计算值见表 2。 
 
Table 1. When 1 32h τ= = , the number of samples and the time of numerical simulation (s: seconds) 
表 1. 1 32h τ= = ，抽样数与模拟时间情况(s：秒) 

K 集成 MC MC 

1000 2.0036 s 2.1060 s 

10,000 18.9131 s 23.0782 s 

100,000 206.8349 s 277.2011 s 

1,000,000 2132.5910 s 2991.9607 s 

 
Table 2. When 1 32h τ= = , the calculation results of the objective function value under different sampling 
表 2. 1 32h τ= = ，不同抽样下目标函数计算结果 

K 集成 MC MC 

1000 0.47618391e−2 0.47618391e−2 

10,000 0.47618390e−2 0.47618390e−2 

100,000 0.47618390e−2 0.47618390e−2 

1,000,000 0.47618390e−2 0.47618390e−2 

7. 结论 

本文针对一类随机抛物最优控制问题提出的集成蒙特卡洛隐式 Euler 法，大大减少了计算量，抽样数

越大，误差越小，越节省计算量。该方法是针对处理随机系数而提出的一种减少计算量的方法，它不影

响空间方向、时间方向的误差精度。该集成格式可用于其它带随机扩散系数的演化方程随机最优控制问

题的数值求解。 
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