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摘  要 

本文对一类金融混沌系统进行动力学分析，利用软件Mathematica编写程序计算不同参数下的Lyapunov
指数，绘制相图，分岔图。数值模拟验证了理论分析，使分析更加全面；分析表明参数的选取对于调控

金融混沌系统极其重要。本文的研究为此类经济系统的决策提供了一些参考。 
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Abstract 
In this paper, dynamics analysis is carried out on a kind of financial chaotic system. Mathematica 
is used to write a program to calculate Lyapunov exponent under different parameters and draw 
phase diagram and bifurcated diagram. The numerical simulation verifies the theoretical analysis 
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and makes the analysis more comprehensive. The analysis shows that the choice of parameters is 
very important for the regulation of financial chaos system. The research in this paper provides 
some references for the decision-making of such economic system. 
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1. 引言 

金融系统是有关资金流动、集中和分配的一个体系，包括股票、债券和其他证券的市场，还包括银

行和保险公司等金融中介机构。物价结构、供求关系与利率等因素的相互影响，使得很多金融问题变得

复杂，如金融市场常会出现停滞、失控、甚至引发金融危机等现象。面对复杂的金融系统，深入地研究

其内部结构，揭示金融系统发展规律和控制系统的混沌状态，这显得尤为重要。很多学者已经研究了一

些非线性金融学模型，文献[1]提出了经典的金融系统(1)，文献[2] [3]给出了其动力学分析。经典金融系

统数学表达式如下： 
( )

21

x z y a x

y by x
z x cz

′ = + −
 ′ = − −
 ′ = − −

                                      (1) 

文献[4] [5] [6] [7]分别在经典的金融系统的基础上进行了改进，并对系统进行动力学分析及控制。文

献[8] [9] [10]通过建立新的金融系统，对金融系统进行了动力学分析并对控制方法进行了探索研究，使人

们对金融系统得到了更深刻的认识。通过研究发现影响利率变化的因素除了投资需求、价格指数外，还

与平均利润率有关，且平均利润率与利率成正比例关系，文献[11]基于此关系对混沌金融系统(1)进行了

改进，对改进之后的系统加入控制之后的状态特性进行了讨论。 
前人对此系统并未计算不同参数下的 Lyapunov 指数，本文计算了不同参数之下的 Lyapunov 指数，

把 Lyapunov 指数、相图、分岔图结合起来对改进后的金融混沌系统进行动力学分析，并使用四阶

Rung-Kutta 法对系统进行离散，利用 QR 分解方法[12] [13]，使用软件 Mathematica 编程计算 Lyapunov
指数[14]，根据 Lyapunov 指数的正负判断系统的稳定性。最后进行数值模拟，绘制系统的相图、随着参

数改变的分岔图，对系统进行多方位分析．本文的目的是通过对金融混沌系统的动力学分析之后，可以

为此类的经济系统的调控提供一些参考，为经济系统的稳定运行提供新的思路。 

2. 金融系统 

考虑平均利润率与利率成正比例关系，文献[8]对系统(1)的第一个方程进行了改进，得到了改进的金

融混沌系统： 
( )

21

x z y a x kx

y by x
z x cz

′ = + − +
 ′ = − −
 ′ = − −

                                   (2) 
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其中 x 代表利率，y 代表投资需求，z 代表价格指数，a 表示储蓄量，b 表示单位投资成本，c 表示商品需求

弹性，k 为控制参数。a、b、c、k 均为正数。当 0.6a = ， 0.6a = ， 0.9c = ， 0.5k = 时，此系统呈现混沌。 

3. 理论分析 

3.1. 对称性和不变性 

用 ( ),x z− − 替换系统(2)中的 ( ),x z ，方程保持不变，系统关于 y 轴是对称的。即若 ( ), ,x y z 是系统的

解，则 ( ), ,x y z− − 也是系统的解。换言之，所有的解要么是本身，要么是其对称解。 

3.2. 耗散性和吸引子 

对于系统(2)，其散度为： 
x y zV a k b c
x y z
′ ′ ′∂ ∂ ∂

∇ = + + = − + − −
∂ ∂ ∂

 

当散度 0V a k b c∇ = − + − − < 时，即 k a b c< + + 时，系统是耗散的，相空间的体积按指数形式 ( )e a k b c t− + − − 快

速缩小。保证了吸引子是存在的。 

3.3. 平衡点和稳定性 

求系统(2)的平衡点，令： 
( )

2

0

1 0
0

z y a x kx

by x
x cz

+ − + =
 − − =
− − =

                                  (3) 

当 0c b abc bck− − + < 时，系统有唯一平衡点 E1； 
当 0c b abc bck− − + > 时，系统有三个平衡点 E1、E2、E3分别为： 

1
10, ,0E
b

 =  
 

 

2 3 2

1, ,b c abc bck ac ck b c abc bckE
c cc

 − + − + + − − + − +
= −  
 

 

3 3 2

1, ,b c abc bck ac ck b c abc bckE
c cc

 − + − + + − − + − +
= −  
 

 

下面讨论其平衡点的稳定性： 

在平衡点 E1处的 Jacobi 矩阵为

1 0 1

0 0
1 0

a k
b

J b
c

 − + 
 

= − 
 − − 
 

 

令其特征方程等于零： 

( )
( ) ( )( )( )1

0
b b c ab bk b

F
b

λ λ λ
λ

+ + + − + − +
= =  

对应的三个特征根为： 1 bλ = − ， 2 3,λ λ 是下列方程的解： 
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( ) 21
0

ab bc bkb c abc bck
b b

λ
λ

− + + −− + −
+ + =  

因为 0c b abc bck− − + < ，故 0b c abc bck
b

− + −
> 。分以下几种情况讨论平衡点的稳定性。 

1) 当 10, 0c b abc bck c a k
b

− − + < + − − > 时，特征方程 ( ) 0F λ = 的特征根 1 2 3, ,λ λ λ 均小于 0，系统有

唯一平衡点 E1，且平衡点 E1是稳定的汇； 

2) 当 10, 0c b abc bck c a k
b

− − + < + − − < 时， 2 30, 0λ λ> > ，结合 1 0bλ = − < ，故此时平衡点 E1是鞍

点； 

3) 当
10, 0c b abc bck c a k
b

− − + < + − − = 时， 2λ 和 3λ 是一对纯虚根，结合 1 0bλ = − < ，取

1c a k
b

α  = − + − − 
 

，则
0

1 0a aaα
=

∂ ∂ ≡ − ≠ 满足 Hopf 分岔的横截条件，说明当 a 通过 a0时系统的轨道横

穿虚轴，此时系统的平衡点 E1发生 Hopf 分岔； 

4) 当 0c b abc bck− − + = 时，则 2 3
10, c a k
b

λ λ  = = − + − − 
 

，结合 1 0bλ = − < ，分成两种情况： 

a) 若 ( )2
3

1 1 0c a k c c
b

λ  = − + − − = − > 
 

，即 0 1c< < ，此时平衡点 E1为非双曲的不稳定平衡点； 

b) 若 ( )2
3

1 1 0c a k c c
b

λ  = − + − − = − < 
 

，即 1c > ，由中心流行定理可判断平衡点 E1为渐进稳定的。 

在条件(4)的情况下，平衡点 E1由不稳定变为稳定的，所以当 1c = 时，系统在平衡点 E1处发生了跨

临界分岔。 
5) 当 0c b abc bck− − + > 时，系统有三个平衡点为：E1，E2，E3，此时平衡点的情况较复杂，由于篇

幅问题，暂不展开。 

4. Lyapunov 指数 

Lyapunov 指数是指在相空间中两条邻近轨道随着时间的推移按指数方式相互分离或靠拢的速率。混

沌系统的一个最重要的特征是对初始值的敏感依赖性，Lyapunov 指数正是对这一敏感依赖性的量化。当

一个系统的 Lyapunov 指数出现正值时，此系统是混沌的。 
对于 n 维离散动力系统 ( )1k kX F X+ = ，设{ }kX 是该系统的一条轨道， kX∆ 为偏离该轨道的一微小

量。则 kX∆ 的演化满足 1
i

k k k k
x x

FX X J X
X+

=

 ∂
∆ = ∆ = ∆  ∂ 

，其中 kJ 为 F 在 kX 处的 Jacobian 矩阵。可以得到

1 1 1 1k k k k kX J X J J J X+ −∆ = ∆ ∆= � 。记 ( )
1 1

k
k kJ J J J−= � ，则 ( )

1 1
k

kX J X+∆ = ∆ 。设 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )T 1 2
lim

kk k
kT X J J→∞= ，则 ( )T X 是一个正定矩阵。设 1 2 0nλ λ λ≥ ≥ ≥ ≥� 为 ( )T X 的 n 个特征

值。则 n 维离散系统的第𝑖𝑖个 Lyapunov 指数： ( )ln 1,2, ,i i i nσ λ= = � 。 

对于 n 维连续动力系统 ( )X F X=� ，其中 ( )T
1 2, , , n

nX x x x R= ∈� ， ( )T
1 2, , , nF f f f= � ，

d
d
XX
t

=� 。

那么 n 维连续动力系统的第 i 个 Lyapunov 指数 iλ 可以表示为： 

( )
( )

( )0

0

,1lim ln , 1,2, ,
,0

i
i t

i

x x t
i n

t x x

δ
λ

δ→∞
= = �  
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在本文中，先使用四阶 Runge-Kutta 法对金融混沌系统进行离散，再按照离散系统的 QR 分解方法计

算 Lyapunov 指数。对定义的 ( )kJ 进行 QR 分解，在 Mathematica 中编写程序计算 Lyapunov 指数。 
我们考虑参数对系统的影响，使用控制变量法。我们计算系统在不同参数值下的 Lyapunov 指数，根

据 Lyapunov 指数判断系统在不同参数下的稳定性。 
1) 固定参数 0.2, 0.9, 0.5b c k= = = ，改变参数 a， [ ]0,5a∈ ，初值取为： ( )0.02,1,0.04 ，在 4a = 附近

给不同的 a 值，计算不同参数值下系统的 Lyapunov 指数。 
 
Table 1. A list of cases in which the Lyapunov exponent varies with parameter a 
表 1. 李雅普诺夫指数随参数 a 变化的情况列表 

a b c k Lyapunov 指数 最大 LE 

3.8 0.2 0.9 0.5 (1.401, −2.013, −3.906) 1.401 

3.9 0.2 0.9 0.5 (0.491, −2.000, −3.355) 0.491 

4.0 0.2 0.9 0.5 (0.239, −2.000, −4.052) 0.239 

4.1 0.2 0.9 0.5 (−0.695, −2.000, −4.118) −0.695 

4.2 0.2 0.9 0.5 (−2.147, −2.000, −3.666) −2.000 

4.3 0.2 0.9 0.5 (−2.814, −2.000, −3.999) −2.000 

4.4 0.2 0.9 0.5 (−3.396, −2.000, −4.417) −2.000 

4.5 0.2 0.9 0.5 (−4.705, −2.000, −5.108) −2.000 

 
由表 1 计算的 Lyapunov 指数可以看出，固定参数 0.2, 0.9, 0.5b c k= = = ，改变参数 a，当 3.8a = 与

3.9a = 时，系统的最大 Lyapunov 指数大于 0，说明在这样的参数取值下，系统呈现混沌状态；固定参数

0.2, 0.9, 0.5b c k= = = ，参数 4a ≥ 时，系统的 Lyapunov 指数均小于 0。此时系统处于稳定状态。 
2) 固定参数 0.6, 0.2, 0.5a b k= = = ，改变参数 c， [ ]0.1,7c∈ ，初值取为： ( )0.02,1,0.04 ，在 2c = 附

近取不同的 c 值，计算不同参数值下系统的 Lyapunov 指数。 
 
Table 2. A list of cases in which the Lyapunov exponent varies with parameter c 
表 2. 李雅普诺夫指数随参数 c 变化的情况列表 

a b c k Lyapunov 指数 最大 LE 

0.6 0.2 1.8 0.5 (1.072, −1.881, −11.135) 1.072 

0.6 0.2 1.9 0.5 (1.187, −1.979, −12.232) 1.187 

0.6 0.2 2.0 0.5 (−0.043, −2.008, −12.177) −0.043 

0.6 0.2 2.1 0.5 (0.945, −2.037, −14.347) 0.945 

0.6 0.2 2.2 0.5 (1.225, −2.026, −15.696) 1.225 

0.6 0.2 2.3 0.5 (2.205, −2.0179, −17.960) 2.205 

0.6 0.2 2.4 0.5 (1.936, −2.014, −19.448) 1.936 

0.6 0.2 2.5 0.5 (1.748, −2.012, −20.749) 1.748 

 
由表 2 的 Lyapunov 指数可以看出，系统在固定参数 a, b, k 的情况下，参数 2c = 的时候，系统的

Lyapunov 指数均小于 0，系统是稳定的；当参数 c 取 1.8, 1.9, 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 的时候，系统的最大

Lyapunov 指数均大于 0，故在这样的参数取值下，系统呈现混沌状态。 
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5. 数值模拟 

5.1. 时间范围对系统的影响 

当参数取 0.6, 0.2, 0.9, 0.5a b c k= = = = 时，初值为： ( )0.02,1,0.04 。在参数取上述值时，利用

Mathematica 计算系统的 Lyapunov 指数为：( )0.180, 0.242, 0.240− − ，可以看到系统的最大 Lyapunov 指数

大于 0，说明此时系统呈现混沌状态的。 
考虑时间范围的长短对系统混沌状态的影响，分别取时间 ( )0,11t∈ ， ( )0,1000t∈ ，使用 Mathematica

绘制相图，观察二者区别。 
1) 当时间 ( )0,11t∈ 时，可得如下相图(图 1)： 

 

    

    
Figure 1. t belongs to the phase diagram in the range of (0,11) 
图 1. ( )0,11t∈ 时的相图 
 

2) 当时间 ( )0,1000t∈ 时，可得如下相图(图 2)： 
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Figure 2. t belongs to the phase diagram in the range of (0,10000) 
图 2. ( )0,1000t∈ 时的相图 

 

由相图可以看出：时间越长，这个系统的混沌特性越明显。 

5.2. 参数对系统的影响 

本小节基于控制变量法画出 x 随着参数 a 变化的分岔图以及 x 随着参数 c 变化的分岔图。第三节已

经求出不同参数取值下的 Lyapunov 指数，本小节绘制相对应参数下的相图，结合起来对系统进行全方位

的分析。 
1) 固定参数 0.2, 0.9, 0.5b c k= = = ，改变参数 a, [ ]0,5a∈ ，利用 Mathematica 编程画出 x 随着 a 变化

的分岔图，如图 3 所示。由分岔图可知，系统在 [ ]0.1,4.1a∈ 之间大部分处于混沌状态，在 [ ]4.1,5a∈ 之间

处于稳定状态。 
系统在 4.1a = 附近发生变化，分别画出 3.8, 3.9, 4.0, 4.1, 4.2a a a a a= = = = = 时的相图，如图 4~8。当 a

取 3.8 和 3.9 时，取时间 [ ]200,500t∈ ，由图 4、图 5 可知，系统是不稳定的，与 Lyapunov 指数判断系统是

混沌的结论是一致的。当 4a ≥ 时，相图表明系统是稳定的。与 Lyapunov 指数计算所得到的结论是一致的。 
2) 固定参数 0.6, 0.2, 0.5a b k= = = ，改变参数 c, [ ]0.1,7c∈ ，得到系统 x 随着 c 变化的分岔图如图 9

所示，由分岔图知，系统在 [ ]0.1,7c∈ 时系统大部分处于混沌状态，随着 c 的增加，混沌状态越来越不明显。

由分岔图可看出系统在 2.0c = 附近状态发生了变化。画出系统取以下参数的相图： 1.8c =  (图 10)， 1.9c =  
(图 11)， 2.0c =  (图 12)， 2.1c =  (图 13)， 2.2c =  (图 14)。可以观察到系统取以下参数时：

1.8, 1.9, 2.1, 2.2c c c c= = = = ，系统均呈现混沌状态；在 2.0c = 时，系统处于稳定状态。相图与 Lyapunov
指数所得到的结论是一致的。 
 

 
Figure 3. A bifurcation of x with respect to a 
图 3. x 随着 a 变化的分岔图 
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Figure 4. Phase diagram at 3.8a =  
图 4. 3.8a = 时的相图 
 

 
Figure 5. Phase diagram at 3.9a =  
图 5. 3.9a = 时的相图 

 

 
Figure 6. Phase diagram at 4.0a =  
图 6. 4.0a = 时的相图 
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Figure 7. Phase diagram at 4.1a =  
图 7. 4.1a = 时的相图 

 

 
Figure 8. Phase diagram at 4.2a =  
图 8. 4.2a = 时的相图 

 

 
Figure 9. A bifurcation of x with respect to c 
图 9. x 随着 c 变化的分岔图 
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Figure 10. Phase diagram at 1.8c =  
图 10. 1.8c = 时的相图 

 

 
Figure 11. Phase diagram at 1.9c =  
图 11. 1.9c = 时的相图 

 

 
Figure 12. Phase diagram at 2.0c =  
图 12. 2.0c = 时的相图 
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Figure 13. Phase diagram at 2.1c =  
图 13. 2.1c = 时的相图 
 

 
Figure 14. Phase diagram at 2.2c =  
图 14. 2.2c = 时的相图 

6. 结论 

本文对金融混沌系统进行了动力学分析，并运用 Mathematica 编写程序进行了 Lyapunov 指数计算，

结合相图、分岔图对系统有了更全面的认识。通过研究发现系统中的参数选定极为重要。储蓄量𝑎𝑎越小，

系统波动越大，过小还会导致混沌发生；a 也不能太大，过大容易导致经济市场缺乏活力。通过本文的

分析，为决策机构提供了调控此类金融系统的一些思路，使经济相对稳定。 
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