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摘  要 

本文主要研究紧复流形上的复解析族纤维的无穷小形变，讨论了当 ( )2 , 0H M Θ = 时复解析族的无穷小形

变存在性定理。首先构造一个形式幂级数，然后应用Hölder范数与借鉴Liu-Rao-Yang关于整体典则族收

敛的证明技巧证明泰勒展开式中系数的收敛性，克服了初等方法无法证明收敛性的障碍，最后给出了形

变存在性定理的证明。 
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Abstract 
In this paper, we study the infinitesimal deformations of complex analytic families of fibers on 
compact complex manifolds, and discuss the existence theorem of infinitesimal deformations of 
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complex analytic families when ( )2 , 0H M Θ = . Firstly, a formal power series is constructed. Then, 
the convergence of the coefficients in Taylor’s expansion is proved by Hölder norm and 
Liu-Rao-Yang’s proof technique of global canonical family convergence, which overcomes the dif-
ficulty of proving the convergence by elementary methods. Finally, the deformation existence 
theorem is proved. 
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1. 引言 

1888 年，Max Noether [1]首次提出代数曲面形变的概念。但奇怪的是，这之后接近 100 年的时间里，

人们并不高度关注高维复流形的形变。直到在 1957 年，也就是黎曼回忆录出版的 100 年后，Frolicher 与
Nijenhuis [2]用微分几何的方法研究了高维复流形的形变，并得到了一个重要的结果。受到此结果的鼓励

与影响，Kodaira 和 Spencer [3]基于最原始的想法考虑了紧复流形的形变理论。Kodaira 在研究紧复流形 M
的一些例子中发现了一种神秘的现象，即 ( )1 ,H M Θ 的维数与 M 的定义中涉及到的有效参数的个数是一

致的。为了解释这一有趣的现象，Kodaira 和 Spencer 给出并证明了的紧复流形上的复解析族的存在性定

理，该定理以椭圆偏微分算子为基础，形成了一个系统的理论。此后，Kuranishi [4]将形变理论进一步推

广得到 Kuranishi 映射，Deligne [5]利用 Kuranishi 映射与数论的关系证明了 Weil 猜想。 
为了证明形变存在性定理，如果采用基本的初等方法，则需要取一个半径为 0r > 的多圆盘

{ }t t r B∆ = ∈ < ⊂ ，再构造一个复解析族 1
l
j jU∆ == ×∆ 满足 ( )1 0 0j jM Uϖ − = = × ，只要找到 的

定义函数 ( ),j k kf z tα 即可。但由于无法证明 ( ),j k kf z tα 满足收敛性，故无法完成证明。因此，本文首先构造

一个满足可积条件与初始条件的形式幂级数，然后应用 Hölder 范数与借鉴 Liu-Rao-Yang [6]关于整体典则

族收敛的证明技巧证明泰勒展开式中系数的收敛性，最后再证明形变存在性定理。 

2. 相关知识 

2.1. 复流形 

定义 2.1.1 [7]设 M 是一个 Hausdorff 拓扑空间。如果存在 M 的一个开覆盖 ( ){ },Uα αϕ 且 U Mα α = 以

及相应的连续映射族 : nUα αϕ → ，使得 
(i) ( ): nU Uα α α αϕ ϕ→ ⊂  为从Uα 到

n
 的开集 ( )Uα αϕ 上的同胚； 

(ii) 当U Uα β φ≠ 时，转移映射 

( ) ( )1 : U U U Uβ α α α β β α βϕ ϕ ϕ ϕ− →    

在 ( )U Uβ α βϕ  上满足全纯，则称 M 是一个复 n 维复流形。 
复流形的例子很多，下面给出两个特别的例子，以阐明坐标转移映射的全纯性条件。 
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例 2.1.2 (复射影空间) 设 Pn
 是 1n+

 中过原点的复直线的集合，因为 1n+
 中过原点的直线 l 由 l 上任

一点 ( )0 , , nz z z=  所决定，因此有 

{ } [ ] { }{ } [ ] { }{ }1 1 1 1P \ 0 / \ 0 ,   \ 0 , . . .n n n n nz z z w s t w zλ λ+ + + += = ∈ ∈ = ∈ ∃ ∈ =        

对于不在超平面 0iz = 上的直线集合 [ ]{ }P 0n
i i iU z z= ∈ ≠ ，存在 iU 到 n

 的同胚 iϕ ，它由下式给定： 

[ ]( ) ( ) ( )0 1 1
0 0 1 1, , , , , , , , , , , ,i i n

i n i i i i i n i i i i iz z z z z z z z z zϕ ξ ξ ξ ξ− +
− += =     ， 

其中 0, ,i n∀ =  ， ( ) ( )1 1 ,   1 1k k
i k i i k iz z k i z z i k nξ ξ += ≤ ≤ = + ≤ ≤ − 。对于任意的 i j≠ ，若 i jU U φ≠ ，

转移映射为 

( ) ( ) ( )1 0 1 1 0 1 1, , , , , , , , , , .i i n j j n
j i i j i i i i i j j j j jϕ ξ ϕ ϕ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− − + − += = =      

由于 ( ) 0k
j i i iϕ ξ ξ∂ ∂ = ，这说明 ( )j i iϕ ξ 是全纯映射。因此， Pn

 是一个 n 维复流形，且称它为 n 维复

射影空间。 
例 2.1.3 设 M 是一个代数曲面， 

( ){ }3 5 5 5 5
0 1 2 3 0 1 2 3: : : P 0M ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ= ∈ + + + = .  

记 

( ) ( ){ }2 3 4
0 1 2 3 0 1 2 31, 2,3, 4,   , , , , , ,mG g m g ζ ζ ζ ζ ρζ ρ ζ ρ ζ ρ ζ= = = ， 

这里 g 是一个 3 3P P→  的双全纯映射， 2 5ie πρ = 从而 5 1g = 。现在考虑每个 mg 在 3P 上的不动点。

由 1,2,3,4m = ， 

( ) ( ) ( )1 2 3 4
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3, , , , , , , , ,m m m m mg ζ ζ ζ ζ ζ ρ ζ ρ ζ ρ ζ ρ ζ ζ ζ ζ+ + + += = ， 

即 ( )( )1 1 0,  0,1, 2,3m i
i iρ ζ+ − = = 。注意 5 1g = ，便得到这些不动点为(1,0,0,0)，(0,1,0,0)，(0,0,1,0)，(0,0,0,1)，

且由 5 5 5 5
0 1 2 3 1 0ζ ζ ζ ζ+ + + = ≠ 知，它们都不在 M 上，所以 M 上没有不动点，从而 M G 是一个复流形。 

2.2. 形变与无穷小形变 

定义 2.2.1 [7] (复解析族) 假设给定 m
 上的一个邻域 B ， tM 是一个依赖于 t B∈ 的紧复流形，如果存

在一个复流形 与一个全纯映射 :
onto

Bϖ → 满足以下条件： 
(1) ( )1 tϖ − 是 的一个紧复子流形； 
(2) ( )1

tt Mϖ − = ； 
(3) ϖ 的 Jacobi 矩阵的秩在 上的每一点都等于 m。 

则把{ }tM t B∈ 称紧复流形的一个复解析族， t B∈ 称为复解析族的参数， B 为参数空间，并且 B 还可以

自然的推广到任意复流形上。 
定义 2.2.2 [8] (形变) 设 M 与 N 是紧复流形。若 M 与 N 的复解析族相同，即存在同一个以 B 为底流

形的复解析族 ( ), ,B ϖ 使得对部分 0 1,t t B∈ 满足 ( )1
0M tϖ −= ， ( )1

1N tϖ −= ，则称 N 是 M 的一个形变。 
为了进一步了解抽象的复解析族背后的本质，下面给出一些具体的例子。 
例 2.2.3 考虑椭圆曲线的一族环面 { }HTω ω +∈ ，其中上半复平面 { }H Im 0ω ω+ = ∈ > 。设

{ }1 2 ,G m n m nω ω ω= + ∈ ，其中 1 a bω ω= + ， 2 c dω ω= + ， , , ,a b c d ∈ 满足 1ad bc− =  (若 1ad bc− = ，

可以交换 1ω 和 2ω )。取 ( )1 2ω ω ω′ = ，则 Im 0ω′ > 。令 是作用于 H+ 的变换群，其变换形如 

,  , , ,  1.a b a b c d ad bc
c d
ωω ω
ω
+′→ = ∈ − =
+

  
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则 在 H+ 上满足纯不连续，T Gω ω= 双全纯等价于T Gω ω′ ′= ， H+  双全纯于，如下图 1，
阴影部分表示的是 的基本区域 { }1,  0.5 Im 0.5ω ω ω= ∈ ≥ − ≤ ≤ 。对于 ,ω ω′∀ ∈ ，ω ω′≠ ，则有

T Tω ω′≠ 。因此，存在 H+ 上的 不变全纯函数 ( )J ω ，称为椭圆模函数 ( ): H ,  J Jω ω+ →  ，使得Tω
双全纯于Tω′ 当且仅当 ( ) ( )J Jω ω′= 。于是复解析T Gω ω= 随着 Hω +∈ 而连续变化，从而得到一个复解

析族{ }HTω ω +∈ 。
 

 

 
Figure 1. Fundamental region 
图 1. 基本区域 

 

例 2.2.4 (Hopf 曲面) Hopf 曲面是一个以 ( ){ }2 0,0W = − 作为万有覆盖曲面的复二维紧致复流形，即

Hopf 曲 面 tM 定 义 为 t tM W G= ， t∈ ， 其 中 无 限 循 环 群 { }m
tG g m= ∈ 由 W 的 自 同 构

( ) ( )1 2 1 2 2: , ,tg z z z t z zα α+ ， t∈， ( ) ( )1,0 0,1α ∈ − ∪ 生成， tG 纯不连续作用在W 上且没有不动点。

这时每个 tM 是紧致复流形，可证明{ }tM t∈ 是一个复解析族(参阅[7]，pp. 23-25 的例 3，或[8]，pp. 69-71
的例 2.15)。 

定义 2.2.5 [8] (参数空间为一维的无穷小形变)设 { }B t t r= < ⊆ ， 是一个复流形， :
onto

Bϖ → 是

一个全纯映射且满足以下条件： 
(1) ( )1

tt Mϖ − = ； 
(2) ϖ 的秩等于 dim B。 
如果选择一个充分小的 0ε > ，在 { }t t ε∆ = < 中使得 

( )1

1
 ( )

l

j
j

ϖ −

=
∆ =  有限个开覆盖的并 。 

在每个 j 中有一个坐标系 

( ) ( ) ( ){ }1 , , ,n
j jp z p z p t p→  ， 

其中 ( ) ( )t p pϖ= ， ( ) ( ){ },j j jp z p t pα ε ε= < < 。设 ( ) ( ) ( ) ( )( )1, , , ,n
j j jp z t z p z p t p= =  ，则在 j k  上

有 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )1 , , , ,n
j j k j j j k kz p f z p z p t p f z tα α α= = 。 

若令 t j t jU M=  ，因此 

( ){ }1 , ,n
t j j j j jU z z t zα ε= < ， 

故可用 ( ){ }1 , ,n
j j j jz z t zα ε< 作为 t jU 的坐标，且变换 ( ),j j k kz f z tα α= 与 t 的值有关。 
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如果考虑 i j kp∈     ，则有 ( ) ( ) ( ), , ,i j kp z t z t z t= = = ，因此 

( ) ( ) ( )( ), , ,i i k k i j j i j j kz f z t f z t f f z tα α α α= = = ，其中 ( )1 , , n
j k j k j kf f f=  。 

引入向量场 

( ) ( ) ( )
1

,
, ,  ,

n
j k k

j k k k j j
j

f z t
p t z f z t

t z

α

α
α

θ
=

∂ ∂
= =

∂ ∂∑ ， 

显然， ( ) ( ),j k t j t k tt U Uθ ∈Γ Θ ，其中 tΘ 是 tM 上的全纯向量场的芽层。 
引理 2.2.6 [7]在 t j t k t iU U U  上， ( ) ( ) ( )i k i j j kt t tθ θ θ= + 。 
命题 2.2.7 [8] ( ) ( ){ }d d ,t i kM t p tθ= 不依赖于局部坐标{ }jzα 的选择。 
定义 2.2.8 [8] 对可微族 ( ), ,B ϖ 的转移函数 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1: , , , , , ,n n

j k k k j jf z p z p t p z p z p t p→ 

( )( ) ( )( )( )1 , , , , , ,n
j k k j k kf z p t t f z p t t=  ，由 ( ){ },j k p tθ 所确定的上同调类称为 tM 的无穷小形变。 
可将无穷小形变视为 tM 的复结构相对 t 的导数，且记为 

( ) ( )d dtM t tθ= 。 

3. 形变存在性定理 

假定 ( ), ,B ϖ 是一个紧复流形 M 的复解析族，其中 B ⊂ ，则 ( )1
tt Mϖ − = 的无穷小形变 d dtM t 可

用 ( )1 ,t tH M Θ 的一个元素来表示。因此，给定一个紧复流形 M ，若 ( ), ,B ϖ 满足 0 B∈ ⊂ ，使得

( )1 0 Mϖ − = ，( ) ( )1
0

d d ,t t
M t H M

=
∈ Θ ，其中Θ是 M 上的全纯层。所以，如果存在复解析族 ( ), ,B ϖ 满

足 ( )1 0 Mϖ − = ，那么 ( )1 ,H M Θ 对应的元素 ( ) 0
d dt t
M tθ

=
= 是有定义的。 

反之，若给定一个 ( )1 ,H Mθ ∈ Θ ，是否存在一个复解析族 ( ), ,B ϖ 满足 0 B∈ ⊂ 使得 ( )1 0 Mϖ − = ，

( ) 0
d dt t
M tθ

=
= ？这是 Kodaira 和 Spencer [3]给出并证明的紧复流形上复解析族的存在性定理，下面简称

为存在性定理。 
定理 3.1 (存在性定理[8]) 设 M 是一个紧复流形，Θ是 M 上的全纯向量场的芽层，假设 ( )2 , 0H M Θ = ，

则存在一个复解析族 ( ), ,B ϖ ， 0 mB∈ ⊂  ，且满足以下条件： 
(i) ( )1 0 Mϖ − = ； 
(ii) ( )1

0 0: ,T B H Mρ → Θ 是一个同构，即 ( )0 0
: t t

t M tρ
=

∂ ∂ ∂ ∂ ，其中 ( )1
tt Mϖ − = 。 

为了证明形变的存在性定理，只需取一个 0r > 的多圆盘 { }t t r B∆ = ∈ < ⊂ ，构造一个复解析族

1
l
j jU∆ == ×∆ 满足条件 ( )1 0 0j jM Uϖ − = = × ，只要找到 的定义函数 ( ),j k kf z tα 便可。而又因为

( ) ( )
0

,k j k kj kf z f z tα α= ，因此只需确定系数 ( )
v kj kf zα ， 1,2v = 即可。由 M 的定义函数满足以下条件 

( ) ( )( ), , , ,  1, 2 , .i k k i j j k kf z t f f z t t nα α α α= =  。 

因此系数满足以下等式 

( ) ( ) ( )
0 1,

v

v
j k k k kj k j kvf z t f z f z tα α α∞

=
= +∑ 。 

如果上式中所有 ( ),j k kf z tα 满足收敛，则在一个多圆盘 { }t t r∆ = ∈ < 上， ( ),j k kf z tα 是 ( )j kU U ×∆

上的全纯函数。因此存在一个复解析族 ( ), ,B ϖ 满足 

( )1 0 Mϖ − = ， ( ) 0
d dt t
M t θ

=
= ，其中 ( )1

tt Mϖ − = 。 

这就完成了存在定理的证明。但由于 2,3,v = 时的一维上链{ }vj kf ，{ } { }v vi j k j kfδΓ = 就会有无穷

多个选择，所以 ( ),j k kf z tα 一般不收敛。如果选取合适的{ }vj kf ，则需要证明 
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( ) ( )0,
v

v
j k k kj kvf z t f z tα α∞

=
= ∑  

是收敛的幂级数。 
由于无法证明 ( ),j k kf z tα 它收敛，因此这种初等方法不能证明存在性定理，但在此过程中得到了一个

重要结论：在 ( )2ˆ , 0H Θ = 的情况下，存在 t 的幂级数 

( ) ( )0,
v

v
j k k kj kvf z t f z t∞

=
= ∑  

满足基本方程 ( ) ( )( ), , ,i k k i j j k kf z t f f z t t= ，且由 ( )2 , 0H M Θ = 得到 ( )2ˆ , 0H Θ = 。其中 
( ) ( ) ( )2 2 1ˆˆ ˆ, , ,H Z CδΘ = Θ Θ   ， ( )1ˆ ,C Θ 是所有一维上链 { }1ˆ j kc σ= 构成的交换群， ( )2ˆ ,Z Θ 是所 

有二维闭上链 { }2ˆ i j kc σ= 构成的群。 

因此，如果 ( )2 , 0H M Θ = ，则方程 ( ) ( )( ), , ,i k k i j j k kf z t f f z t t= 有形式幂级数的解。于是可以猜想，

如果当 ( )2 , 0H M Θ = 时，则存在一个复解析族 ( ), ,ϖ∆ 满足下面条件：对于 ( )1 ,H Mθ ∈ Θ ，有 

( )1 0 Mϖ − = ， ( ) 0
d dt t
M t θ

=
= ，其中 ( )1

tt Mϖ − = 。 

4. 形变存在性的证明 

为了便于理解，下面基于文献[6] [7]的原有证明思路，并且借鉴 Liu-Rao-Yang [6]关于 Calabi-Yau 流

形上构造了一个 2 -L 范数的 Beltrami 微分形式幂级数 ( )tΦ ，且利用 Kodaira-Spencer-Kuranishi 理论给出

了只含有一个参数时的 ( )tΦ 的全局收敛性，而在分布的意义下给出了 ( )tΦ 的正则性，最后再通过归纳

法得到了多参数情况的 Beltrami 微分幂级数的全局收敛性与正则性的想法与思路，综合给出存在性定理

的证明。 

4.1. 形变存在性的一些预备知识 

在证明存在性定理之前，先补充一些定义与相关知识。 

4.1.1. 复结构全纯 
假设 ( ), ,B ϖ 是一个复解析族，且有 0 mB∈ ⊂  ， ( )1

tt Mϖ − = 。可定义 maxt tλ λ= ，设

{ }m
r t t r∆ = ∆ = ∈ < 是一个半径 0r > 的多圆盘。如果选择一个足够小的多圆盘 B∆ ⊂ ， ( )1ϖ −

∆ = ∆ 表

示为以下形式 
j jU∆ = ×∆ 。 

∆ 可看作一个复流形，且光滑的局部复坐标系 

( ){ } ( ) ( ) ( )( )1
1, 1, , ,  , , , , , , , ,n

j j j j mt j n t z t z t t tξ ξ ξ ξ= =   ， 

是 ∆ 的复结构。设 ( )1, , nz z 是 M 的任一局部复坐标，可知 

( ) ( )1
1, , , , , , ,  1, ,n

j j mz t z z t t nα αξ ξ α= =   ， 

是复变量 1
1, , ,n

mz z t t  的光滑函数。于是，当 ∆足够小时，对于 t∈∆，则有 

( )( )
, 1, ,

det , 0j n
z t zα λ

α λ
ξ

=
∂ ∂ ≠



.                              (4.1) 

将复流形 M 的切丛记为 ( ):T T T M= ， ( )0,q T 是所有 ( )0, -q 型的光滑向量构成的线性空间，即 M

上 qT T ∗⊗Λ 的光滑截面： ( ) ( )( )0, 0,,q qT M T= Γ  。 ( )0,q Tϕ∈ 可以表示为如下形式 

( ) ( ) ( ) 1
11 1,  1 ! q

q

n n vv
v vvz q z d z d zλ λ λ λ

λϕ ϕ ϕ ϕ
= =

= ∂ ∂ = ∧ ∧∑ ∑


 . 
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其中，系数 ( )
1 qv v zλϕ


是 M 上的一个局部光滑函数。为了简单起见，将 zλ∂ ∂ 记为 λ∂ ， ( )z λ
λ∂ ∂ = ∂ 。

由(4.1)可知 ( )( )det , 0j z tα
λ ξ∂ ≠ ，则存在唯一的(0, 1)-形式 

( ) ( )1, , .n v
j j vvz t z t d zλ λϕ ϕ

=
=∑  

对于 1, , nλ =  ，使它满足以下 

( ) ( ) ( )1, , , ,  1, ,n
j j jz t z t z t nα λ α

λλξ ϕ ξ α
=

∂ = ∂ =∑  .                    (4.2) 

若称 ( ) ( ),t z tϕ ϕ= 是关于 t 的光滑向量，由(4.2)可得 

( ) ( ) ( )1, , , ,  1, ,n
j z t z t z t nα λ

λ ξλξ ϕ ξ α
=

∂ = ∂ =∑  .                    (4.3) 

如果将 ( ) ( ),t z tϕ ϕ= 作为一个微分算子，则它与一个(0,1)-型向量 ( ) ( )1 ,n z t f zλ
λλ ϕ

=
∂∑ 的每个局部光

滑函数 ( )f z 有关，(4.3)可变成以下形式 

( )( ) ( ), 0,  1, ,jt z t nαϕ ξ α∂ − = =  .                          (4.4) 

而 ( ),0j zαξ 是 1, , nz z 的全纯函数，即 ( ),0 0j zαξ∂ = 。因此由(4.3)，得到 

( )0 0ϕ = .                                   (4.5) 

命题 4.1 [7]若取足够小的 ∆，对于 t∈∆，在 M 上的一个局部光滑函数 f 对复结构 tM 是全纯的当且

仅当 f 满足以下等式 

( )( ) 0t fϕ∂ − = .                                (4.6) 

这个命题表明 M 上的复结构的形变 tM 可由 M 上的(0,1)-型向量 

( ) ( ) ( )1 1 1, ,n n n v
vvt z t z t d zλ λ

λ λλ λϕ ϕ ϕ
= = =

= ∂ = ∂∑ ∑ ∑  

来表示。对于 ( )0,
1

n p Tλ
λλϕ ϕ

=
= ∂ ∈∑  ， ( )0,

1
n q Tλ

λλψ ψ
=

= ∂ ∈∑  ，如果定义它们的 Lie 括号为 

[ ] ( )( )1 1, 1 p qn n µ λ µ λ
µ µ λλ µϕ ψ ϕ ψ ψ ϕ

= =
= ∧ ∂ − − ∧ ∂ ∂∑ ∑ .              (4.7) 

由 [ ],ϕ ψ 的定义可知它并不依赖于复坐标 ( )1, , nz z 的选择，并且 [ ] ( )0,, p q Tϕ ψ +∈ 。如果

( )0,
1

n p Tλ
λλϕ ϕ

=
= ∂ ∈∑  ，则有

1
n λ

λλϕ ϕ
=

∂ = ∂ ∂∑ 。可以利用 Lie 括号表示可积条件 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,t t tϕ ϕ ϕ∂ =    .                                (4.8) 

如果 0ϕ∂ = ，则称 ( )0, p Tϕ∈ 是一个 -∂ 闭的(0, 1)-型向量，若将所有的 -∂ 闭的(0,1)-型向量的全体

集合记为 ( )0, p T∂ ，则有 ( ) ( )0, 0,p pT T∂ ⊂  。 
设

1
n λ

λλϕ ϕ
=

= ∂∑ 是 M 的一个(0,1)-型光滑向量，其中
1

n v
vv d zλ λϕ ϕ

=
=∑ 。假设 

( ) ( )( )1 , 1, ,
det , , 0n

v v
v n

z t z tλ µ λ
µµ λ

δ ϕ ϕ
= =

− ≠∑


， 

并 且 ϕ 满 足 可 积 条 件 ( )[ ]1 2 ,ϕ ϕ ϕ∂ = 。 如 果 选 定 M 的 一 个 有 限 开 覆 盖 { }jU ， 再 由

Newlander-Nirenberg [9]定理，则在 jU 上存在 n 个线性光滑函数 ( )j j zα αξ ξ= ， 1, , nα =  使得 

( )1 0n
j

λ α
λλ ϕ ξ

=
∂ − ∂ =∑ . 

由于 
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( )
( )

1 1

1 1

, , , , ,
det 0

, , , , ,

n n
j j j j

n nz z z z

ξ ξ ξ ξ∂
≠

∂

 

 

， 

如果 M 被视为一个微分流形，则 ( ) ( ) ( )( )1: , , n
j j j jz z z zξ ξ ξ ξ→ =  为 jU M⊂ 上的局部复坐标系。若 

( )( ) 0t fϕ∂ − = ，则U 上的一个局部光滑函数 f 是 ( ) ( )( )1 , , n
j jz zξ ξ 的一个全纯函数。因此在 j kU U φ≠

上， ( )j zαξ 是 ( ) ( )( )1 , , n
k kz zξ ξ 的全纯函数，即 

( ) ( )( )j j k kz f zα αξ ξ= .  

综上可述，{ }1, , ,jξ ξ  是微分流形 M 的一个局部复坐标系，则在 M 上定义了一个复结构，将其记

为 tM 。若ϕ 满足(4.3)中定义的 ( )tϕ ，则有 ( ) ( )1
ttM M tϕ ϖ −= = 。 

4.2.2. Hölder 范数和控制函数 
定义 4.2 [8]对于 M 上的一个(0, q)-型光滑向量 ( )0,q Tϕ∈ ，将它的 Hölder 范数 k α

ϕ
+

定义如下：设

{ }jU 是 M 上的一个有限开覆盖， jU 为一个局部坐标圆盘，则存在一个复坐标{ }jz ， ( )1 , n
j j jz z z=  满足

以下条件： 
(a) jU  包含于 jz 的邻域； 
(b) { }1 1, , 1n

j j jU z z= < < 。 

若设 2 1 2v v v
j j jz x i x−= + ，引入实坐标 ( )1 2, , n

j jx x x=  ，且将U 上的 ( )0,q Tϕ∈ 表示为 

( ) ( )1
1

1 ! q
q

vv
j v j j jq d z d z zλ λ

νλϕ ϕ= ∧ ∧ ∂ ∂∑ ∑


 ， 

其中 ( )1 1q qj v j v jxλ λ
ν νϕ ϕ=

 

为 2n
jU ∈ 上的光滑函数。定义 

1
1,

max max
q

q

U

j vk j v v k

αλ
να λ α

ϕ ϕ
+ +

=




.  

由 Hölder 范数不依赖于{ }jU 与{ }jz 的选择，因此选定{ }jU 与{ }jz ，则有 

( )1
1

0 ,
max max sup

q
q j

j v jj v v x U
xλ

νλ
ϕ ϕ

∈
=





.  

命题 4.3 [8]对于 2k ≥ ， ( )0,q Tϕ∈ ，有以下不等式 

( )02k k
c

α α
ϕ ϕ ϕ∂+ − ⊕

= ∆ + .                             (4.9) 

其中， c 是不依赖于 k 与α 的常数，并称(4.9)式称为一个先验估计。 
在 ( )0,2 T 上考虑 ( )2 , 0H M Θ = 且 ( )1 0 Mϖ − = ，则由命题 4.3 有以下引理： 
引理 4.4 [8]对于 2k ≥ ， ( )0,2 Tψ ∈ ，存在以下不等式 

1 2k kG c
α α

ψ ψ
+ − +
≤ .                                (4.10) 

其中， 1c 是一个不依赖于ψ 的常数，G 是一个 Green 算子。 
下面给出控制函数的概念。 
定义 4.5 [8]假设有一个 1, , mt t 的幂级数 

( ) 1
1 11 1, , 0 ,  m

m mm

vv
v v m v vv vP t P t t P∞

=
= ∈∑

 



  .  

如果
1 1m mv v v vP a≤
 

， 1, , 0,1,mv v = ，则存在幂级数 

( )
1 11 , , 0 ,  0m

m mm

v
v v m v vv va t a t a∞

=
= ≥∑

 



.  
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将上式中的 ( )a t 称为 ( )P t 的控制函数，简记为 ( ) ( )P t a t 。 
对于一个幂级数 

( ) ( )1
1 11

0,
1, , 0 ,  m

m mm

vv q
v v m v vv vt t t Tψ ψ ψ∞

=
= ∈∑

 



  ， 

定义 ( )k t
α

ψ
+

如下： 

( ) 1
11 1, , 0

m
mm

vv
v v mv vk k

t t t
α α

ψ ψ∞

=+ +
= ∑





 .  

如果
1 1m mv v v vk

a
α

ψ
+

≤
 

， 1, , 0,1,mv v = ，则有 ( ) ( )k t a t
α

ψ
+

 。 

4.2. 形变存在性的证明 

关于存在性定理 3.1 的证明，考虑分成三步：首先构造一个满足可积条件与初始条件的形式幂级 ( )tϕ
数；然后应用 Hölder 范数与借鉴 Liu-Rao-Yang 的方法证明这个形式幂级数 ( )tϕ 展开式中系数的收敛性；

最后再证明由 ( )tϕ 确定的复结构 ( )tMϕ 构成的一个族 ( ){ }tMϕ 是一个满足条件(i)与(ii)的复解析族。 
定理 3.1 的证明：分成三步论证。 
(1) 构造满足可积条件与初始条件的形式幂级数 ( )tϕ 。 
对于 1, , mλ =  ，若存在 ( )0,1 Tλβ ∂∈ 使得 { }1, , mβ β 为 ( )1 ,H M Θ 的一组基，假设 M 上存在(0,1)-

形式光滑向量 ( )tϕ 的一集族 ( ){ }t tϕ ∈∆ 满足可积条件 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,t t tϕ ϕ ϕ∂ =     

与初始条件 

( ) ( )( ) 0
0 0,  ,  1, ,

t
t t mλ λϕ ϕ β λ

=
= ∂ ∂ = =  .                       (4.11) 

由于假设 ∆足够小，可设 ( ) ( ) v
v vvt t d zλ

λϕ ϕ= ∂∑ ∑ 满足条件： 

( ) ( )( )det 0v v vt tλ µ λ
µδ ϕ ϕ− ≠∑ . 

因此，由 Newlander-Nirenberg 定理可知每个 ( )tϕ 决定了 M 上的一个复结构 ( )tMϕ 。而这样得到的一

个族 ( ){ }tMϕ 是满足条件(i)与(ii)的复解析族。首先要构造这样一个族 ( ){ }t tϕ ∈∆ 。 
将 ( )tϕ 表示为 1, , mt t 的幂级数形式： 

( ) ( )1
1 1

0,1
1 ,  m

m m

vv
v v m v vt t t Tϕ ϕ ϕ= ∈∑
 

  .  

下面规定一些符号。对于 1, , mt t 的一个幂级数 ( )P t ，设 

( ) 1
11 1

m
mm

vv
v v v mv v vP t P t t

+ =
= ∑





  

为它的第 v 齐次部分。因此得到 

( ) ( ) ( ) ( )00 v vvP t P t P t P t∞

=
= = + + +∑   .  

这里约定 ( ) ( ) ( )0
v

vP t P t P t= + + 。给定两个幂级数 ( )P t 与 ( )Q t ，如果 ( ) ( )v vP t Q t= ，则可表示为

( ) ( )vP t Q t≡ 。我们需要找到一个幂级数 ( )tϕ 满足可积条件与初始条件。不妨设 

( )0 1 10,  mt tλ λλϕ ϕ β
=

= =∑                              (4.12) 

( ) ( ) ( ) ( )1 21 vvt t t tϕ ϕ ϕ ϕ∞

=
= = + +∑   

满足初始条件(4.11)，所以还需要确定 ( ) ( )2 , , ,vt tϕ ϕ 使它满足 
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( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,t t tϕ ϕ ϕ∂ =    .                              (4.13) 

由于 ( )0,1 Tλβ ∂∈ ，则可得到 ( )1 0tϕ∂ = ，且 ( ) ( ), vt tµϕ ϕ  是 1, , mt t 的 vµ + 次齐次多项式。因此(4.13)
式可简化为无穷多个同余方程组 

( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 , ,  2,3v v vt t t vϕ ϕ ϕ− − ∂ ≡ =                          (4.14)v 

因此通过对 v进行归纳，只要确定 ( )v tϕ 满足(4.14)v 即可得到 ( )tϕ 。 
假设已经确定了 ( ) ( ) ( )1

v
nt t tϕ ϕ ϕ= + + 使得式 (4.14)v 成立，则我们接下来考虑 (4.14)v+1。由

( ) ( ) ( )1
1

v v
vt t tϕ ϕ ϕ+
+= + ，(4.14)v+1 可以写为以下形式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 ,v v v
v vt t t tϕ ϕ ϕ ϕ+  ∂ ≡ − ∂  .                        (4.15) 

由 ( ) ( ) ( ) ( )1 1, ,v v v v
vt t t tϕ ϕ ϕ ϕ− −   ≡    ，且假设(4.14)v 成立，则 ( )4.15 0v≡ 的右边恒为 0。若设 ( )1v tψ + 为

(4.15)右边的第 ( )1v + 次齐次部分，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 ,v v v
v vt t t tϕ ϕ ϕ ψ+ +  − ∂ ≡                           (4.16) 

从而使同余(4.15)简化为 

( ) ( )1 1v vt tϕ ψ+ +∂ = .                                 (4.17) 

而由(4.16)与 [ ] ( ) [ ], 1 ,p qψ ϕ ϕ ψ= − 以及 [ ] ( ), , 1 ,pϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ   ∂ = ∂ + − ∂   ，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 , ,v v v v
v vt t t t tψ ϕ ϕ ϕ ϕ+ +    ∂ ≡ ∂ = ∂    .  

如上所述，则有 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,v v v
vt t tϕ ϕ ϕ ∂ ≡  。因为 ( ) 0 0v tϕ ≡ ，于是有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1 2 , ,v v v v v
vt t t t tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+

    ∂ ≡     . 

又因为 ( ) ( ) ( ), , 0v v vt t tϕ ϕ ϕ   =   ，所以 ( )1 0v tψ +∂ = 。也就是说， 

( ) ( )1
1 11

0,2
1 11 ,  m

m mm

vv
v v v m v vv v vt t t Tψ ψ ψ+ ∂+ = +

= ∈∑
 



  . 

因此，由 Dolbeault 定理[7]可知，如果令 ( ) ( )( )0, 0, 1,p pT M T−
∂ = Γ ∂  ，则当 1p ≥ 时有 

( ) ( ) ( )0, 0, 1,p p pH M T T−
∂ ∂Θ ≅ ∂  。由于 ( )2 , 0H M Θ = ，故可以找到 ( )

1

0,1
mv v Tϕ ∈



 使得 ( )
1

0,2
mv v Tψ ∂∈



 ，

因此(4.17)存在一个解 

( ) 1
111 11

m
mm

vv
v v v mv v vt t tϕ ϕ+ + = +

= ∑




 .  

再令 ( ) ( ) ( )1
1

v v
vt t tϕ ϕ ϕ+
+= + ，这样(4.14)v 式成立。 

那么，这样就构造了一个满足可积条件(4.8)与初始条件(4.11)的形式幂级数 ( ) ( )1 vvt tϕ ϕ∞

=
= ∑ 。 

(2) 证明幂级数 ( )tϕ 对于足够小的 1, , mt t 满足收敛性。 
在 M 上引入一个 Hermite 度量 , 1

n v
vvg g d z d zλ

λλ
−

=
= ⊗∑ ，将切丛表示为T ，并且有

1
n Tλ

ξλ ξ
=

∂ ∈∑ 。

如果由 , 1
n v

vv g λ
λλ ξ ξ

=∑ 定义纤维上的 Hermite 度量，则 ( )0,, q Tϕ ψ ∈ 的内积定义为
 

( ) , 1, n v
vvM

g λ
λλϕ ψ ϕ ψ

=
= ∧∗∑∫ . 

若将 ∂的伴随算子记为 ∗∂ ，则它们满足 

( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 1, , ,  ,  q qT Tϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ∗ +∂ = ∂ ∈ ∈  . 

为了证明多圆盘 { }1 ,m
mt t tε ε ε∆ = ∈ < <  ， 0ε∀ > 上的 ( ) ( )1 vvt tϕ ϕ∞

=
= ∑ 是收敛幂级数，利用
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Hölder 范数的定义 4.2 及先验估计命题 4.3，只需在 ε∆ 上找到一个绝对收敛的幂级数 ( )a t 使其满足 

( ) ( )k t a t
α

ϕ
+

 . 

如前所述，构造一个 ( ) ( )1 vvt tϕ ϕ∞

=
= ∑ ，(4.16)中的 ( )v tϕ∂ 是 1, , mt t 的 v次多项式，右边的 ( )1v tψ + 是

( ) ( ) ( )1 2 ,v vt tϕ ϕ  的 1v + 次其次部分，则 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 2 ,v v

v v
t t tψ ϕ ϕ+ +

 =   . 

由于 ( )1 0v tψ +∂ = ， ( ) ( )1 1v vt G tϕ ψ∗
+ += ∂ 。所以 ( )1v tϕ + 是方程 ( ) ( )1 1v vt tϕ ψ+ +∂ = 的一个解. 因此记 

( )1 1
mt tλ λλϕ β
=

= ∑ . 

首先，对于 1,2,3,v = ，定义 1vϕ + 如下： 

( ) ( ) ( )1 1
1 2 ,v v

v vv
G t tϕ ϕ ϕ∗

+ +
 ≡ ∂   .                           (4.18) 

则得到幂级数 ( ) ( )1 vvt tϕ ϕ∞

=
= ∑ 。若给定 ( )a t 的一个幂级数 

( ) ( ) ( )( )2
11

vv
mvA t b c t t vψ∞

=
= + +∑  ， 

则对于 ( )A t ，有以下不等式 

( ) ( ) ( )2A t b c A t .                                  (4.19) 

固定一个自然数 2k ≥ ，若选择足够大的 b 与 c，则需对 v用归纳法证明 

( )v
k

A t
α

ϕ
+
 .                                   (4.20)v 

成立。即假设(4.20)v 成立，来推导证明(4.20)v+1 成立，证明过程见([8], pp. 279-280)。由此证明了 

( )k A t
α

ϕ
+
 .                                   (4.21) 

由于幂级数 2
1

v
v s v∞

=∑ 的收敛半径是 1，如果 ( )0 1 m cε< ≤ ，对于 t ε∀ ∈∆ ，当 ( )A t 满足绝对收敛条 

件，所以 ( ) ( )1 vvt tϕ ϕ∞

=
= ∑ 相对于 Hölder 范数 k α+ 是收敛的。因此， ( )tϕ 是 M ε×∆ 上的一个(0,1)-型 kC 向 

量，即 jU ε×∆ 上 ( )tϕ 可表达为以下形式 

( ) ( ) ( ) ( )1 ,1 2 ,n
j j j j jt z t d z d z zλ β γ γ
β γλ β γϕ ϕ

=
= ∧ ∂ ∂∑ ∑ . 

虽然 2k ≥ ，但并不能直接得出 ( )tϕ 是光滑的，下面证明它是光滑可微的。 
由于 { }1, , mβ β 作为 ( )0,1 T 的一组基，则对于 ( )1 1 1 m mt t tϕ β β= + + ，有 ( )1 0tϕ∗∂ = 。又因为

( ) ( )v vt G tϕ ψ∗= ∂ ， 2,3,v = ， ( ) 0v tϕ∗∂ = ，则 

( ) ( ) ( )0,  t t tϕ ϕ ϕ∗ ∗
∂∂ = ∆ = ∂ ∂ ， 

故 ( )tϕ 满足可积条件 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,t t tϕ ϕ ϕ∂ =   ， ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,t t tϕ ϕ ϕ∗
∂∆ = ∂   。另一方面，由于 ( )tϕ

是 1, , mt t 的全纯函数， ( ) 0t tλϕ∂ ∂ = 。因此 ( )tϕ 是 2 阶偏微分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 2 , 0m t t t t tλ λλ ϕ ϕ ϕ∗

∂=
− ∂ ∂ ∂ + ∆ − ∂ =  ∑ .                  (4.22) 

的一个解。 
因为 0t → ，则 ( ) 0tϕ → 。如果取一个 ε∆ ，若假设(4.22)是 M ε×∆ 上的一个拟线性椭圆偏微分方程，

则可以得到它的光滑解 ( )tϕ  [10]。这样就构造了一个(0,1)-型的光滑向量 ( ) ( )1 1 ,n n v
vvt z t d zλ

λλϕ ϕ
= =

= ∂∑ ∑ ，
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它满足可积条件(4.8)与初始条件(4.11)；接着构造一个 ( )tϕ 的族 ( ){ }t t εϕ ∈∆ ，如前所述，每个 ( )tϕ 决定

一个 M 上的复结构 ( )tMϕ 。 
(3) 证明 ( )tMϕ 构成的族 ( ){ }tM t εϕ ∈∆ 是一个复解析族。 
考虑将 ( )tϕ ϕ= 作为复流形 M ε×∆ 上的一个(0, 1)-型向量，即 

( ) ( )( ) ( )1 1 1 1
n n v mv n

v nvt d z d t z tλ λ λ µ
µ µ µλ µ µϕ ϕ ϕ ϕ ϕ +

+= = = =
= = + ∂ ∂ + ∂ ∂∑ ∑ ∑ ∑ ， 

对于 1, , mµ =  ，有 ( ) 0nn λ µµϕ ϕ ++ = = ， ( ),v v z tλ λϕ ϕ= 为 1, , mt t 的全纯函数，故 0v tλ
µϕ∂ ∂ = ，且 

( ) ( )( ) ( ), 1 1 1
n n m v

v vv z d z z d t d z zβ µλ β λ λ
µλ β µϕ ϕ ϕ

= = =
∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂ ∧ ∂ ∂∑ ∑ ∑ .  

可以将 ( )tϕ 的外微分 ( )tϕ∂ 视为一个 (0,1)-型的向量形式，可表示为 ( )tϕ ϕ∂ = ∂ 。因此得到

[ ] ( ) ( ), ,t tϕ ϕ ϕ ϕ=   。所以作为 M ε×∆ 上的一个(0,1)型光滑向量，ϕ 满足可积条件 

( )[ ]1 2 ,ϕ ϕ ϕ∂ = . 

如果记 ( ) ( )( )1 ,n
v v vL z z t zλ λ

λ ϕ
=

= ∂ ∂ − ∂ ∂∑ ，则偏微分方程 ( ) 0fϕ∂ − = 可以简化为以下方程组 

1 0
0,  1, ,

0
v

n

L f
L f v n

L f

=
 ⇒ = =
 =

  ， 

0,  1, ,f t mµ µ∂ ∂ = =  .                                (4.23) 

这里 1 1 1 1, , , , , , , , ,n n m mL L L L t t t t∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    是线性无关的，因此由 ( )1 0 Mϖ − = ，ϕ 定义

了 M ε×∆ 上的一个复结构 。如果取一个足够小的 ε∆ ，则方程(4.23)在 jU ε×∆ 上有 ( )n m+ 个线性无关

的解 ( ), ,jf z tβξ=  1, , m nβ = + 。 
映射 

( ) ( ) ( ) ( )( )1: , , , , , ,n m
j j j jz t z t z t z tζ ζ ξ ξ +→ =   

给出了复结构 的一个复坐标，由 f tµ= 是(4.23)的一个解可知，倘若假设 ( ),n
j z t tµ µξ + = ， 1, , mµ =  ，

则有 

( ) ( ) ( )( )1
1: , , , , , , , ,n

j j j mz t z t z t t tζ ξ ξ→   .  

故 ( ) ( )( ) ( )1
1 1: , , , , , , , , ,n

j j m mz t z t t t t tϖ ξ ξ →   是一个从 到 ε∆ 的全纯映射，且对于 t ε∈∆ ， ( )1 tϖ −

是一个局部复坐标为 ( ) ( ){ }1 , , , ,n
j jz t z tξ ξ 的复流形。由 ( ), , 1, ,jf z t nβξ β= =  是 jU 上一个的方程

( )( ) 0t fϕ∂ − = 的线性无关解，且 ( ) ( )
1

tt Mϕϖ − = ，因此 ( ){ }tM t εϕ ∈∆ 构成了一个复解析族 ( ), ,ε ϖ∆ 。 
综上，形变存在性定理即定理 3.1 完成了证明。□ 
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