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摘  要 

本文利用机会理论这种新的数学工具，研究了不确定随机网络下的带资源约束的最短路径问题，即在具

有双重不确定性的网络中，寻找一条始于源节点终于目的节点并满足资源约束的最短路径问题。根据机

会理论的运筹法则，我们给出了不确定随机网络带资源约束的最短路径问题的机会分布函数，并应用不

确定随机变量的新型互熵建立了一个模型——带资源约束的新型互熵最小最短路径优化模型，用于解决

这个问题，与之相对应的一个算法也被提出，本文最后设计了一个数值实验用来验证模型的有效性。 
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Abstract 
In this paper, a new mathematical tool, chance theory, is used to discuss the shortest path problem 
(SPP) with resource constraints (RCSPP) in uncertain random networks, that is, in a network with 
double uncertainties, to find a shortest path (SP) that starts from the source node and ends at the 
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destination node and satisfies the resource constraints. According to the theory of chance opera-
tional principles, we present the chance distribution function of the SPP with resource constraints 
in an uncertain random network and establish a model by applying a new type of cross entropy of 
uncertain random variables—a new type of cross entropy with resource constraints which is used 
to solve this problem, and at the same time an algorithm corresponding to it has also been pro-
posed. At the end of this paper, a numerical experiment is designed to verify the validity of the 
model. 
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1. 引言 

最短路径问题(SPP)是网络优化中的经典问题之一，它被广泛应用于控制理论、交通工程、通信工程、

系统工程等众多领域，是更复杂的网络流问题的基础子问题[1]，许多基于此问题的优化问题[2] [3] [4] [5] 
[6]都被研究了。由于现实世界经常出现无法用大量数据模拟来生成概率分布函数的情景，这时为了处理

这些问题，通常需要寻求该领域专家的帮助，根据其主观判断给出经验分布函数，用于解决现实问题。

为了合理地处理专家经验数据[7]，文献[8]于 2007 年提出了不确定理论，自此许多不确定优化问题都被

解决了。但现实世界通常是存在多重不确定性的，为了处理具有双重不确定性——随机性与不确定性共

存的网络，基于文献[9]，文献[10]于 2013 年建模了不确定随机网络。基于上述原因，本文将在此网络的

基础上讨论具有资源约束的最短路径问题这个具有实际应用价值的问题，并基于文献[11]提出的新型互熵

定义，尝试设计一种优化模型用于此问题。 

2. 预备知识 

2.1. 机会理论 

定义 1 [9]：若 ( )Ω, , Pr 为随机事件空间， ( )Γ, ,  为一个不确定事件空间，则以 Γ Ω× 为全集，以

 × 为乘积σ −代数，以 Pr× 为乘积测度函数的事件空间 ( ) ( )Γ, , Ω, , Pr×   为一个机会事件空间。

若Θ∈ × 是此空间中的一个事件，则Θ的机会测度定义如下： 

{ } ( ){ }{ }1

0
Θ Pr Ω Γ , Θ dCh x xω γ γ ω= ∈ ∈ ∈ ≥∫                        (1) 

定义 2 [9]：不确定随机变量是一个从机会空间 ( ) ( )Γ, , Ω, , Pr×   到实数集  上的映射，即

( ),ξ γ ω ∈，若 B 是上的 Borel 集，则{ }Bξ ∈ 是 × 上的一个事件。则其机会分布函数为 

( ) { }Φ ,  x Ch x xξ= ≤ ∀ ∈                                   (2) 

注释 1 { } ( ) { } ( ),  Φ ,  1 Φ .x Ch x x Ch x xξ ξ∀ ∈ ≤ = > = −  
定理 1 [10] (运筹法则)：假设 1 2, , , mη η η 是一列相互独立的随机变量，其概率分布函数分别为

1 2, , , mY Y Y ，假设 1 2, , , nτ τ τ 是一列相互独立的不确定变量，对应的不确定分布函数分别为 1 2, , , nϒ ϒ ϒ 。
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: m nf + → 为一个可测函数，则 

( )1 2 1 2, , , , , , ,m nfξ η η η τ τ τ=                                (3) 

的机会分布函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2Φ ; , , , d d dm m m mx F x y y y Y y Y y Y y= ∫  


                   (4) 

其中对于 ( )1iy i m∀ ∈ ≤ ≤ ， ( )1 2; , , , mF x y y y 是不确定变量 ( )1 2 1 2, , , , , , ,m nf η η η τ τ τ  的不确定分布。 
注释 2 [10]假设 ( )1 2 1 2, , , , , , ,m nf η η η τ τ τ  关于 1 2, , , kτ τ τ 严格单调递增，关于 1 2, , ,k k nτ τ τ+ +  严格单

调递减，且 1 2, , , nϒ ϒ ϒ 连续，则 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 11 2 1 1, , , , ,; , , , sup min min 1
m nm i k i i k i n i if y y z z xF x y y y z z≤ ≤ + ≤ ≤== ϒ ∧ − ϒ

 

          (5) 

定义 3 [9]：若不确定随机变量ξ 的机会分布为Φ，则其期望值为 

[ ] ( )( ) ( )0

0
1 d dE x x x xξ

+∞

−∞
= −Φ − Φ∫ ∫                             (6) 

其中对于 ( ) ( )1 2 1 21 ; , , , , , , ,i m ny i m E F x y y y τ τ τ ∀ ∈ ≤ ≤   ， 是不确定随机变量 

( )1 2 1 2, , , , , , ,m nf η η η τ τ τ  期望值。 
定义 4 [11]：假设 1η 和 2η 为两个不确定随机变量，对应的机会分布函数分别为 1Φ 和 2Φ ，则 1η 和 2η 之

间的互熵 [ ]1 2;D η η 定义为： 

[ ] ( ) ( )1 2 1 2; dD x x xη η
+∞

−∞
= Φ −Φ∫                             (7) 

定理 2 [11]：假设 1η 和 2η 为两个不确定随机变量，对应的正则机会分布函数分别为 1Φ 和 2Φ ，则 1η 和

2η 之间的互熵 [ ]1 2;D η η 可以根据两个变量的逆机会分布函数计算： 

[ ] ( ) ( )1 1 1
1 2 1 20
; dD η η α α α− −= Φ −Φ∫                            (8) 

例 1 [10]：假设 1 2, , , mη η η 是一列相互独立的随机变量，其概率分布函数分别为 1 2, , , mY Y Y ，假设

1 2, , , nτ τ τ 是一列相互独立的不确定变量，对应的不确定分布函数分别为 1 2, , , nϒ ϒ ϒ 。设 1ξ 为所有变量

的和，则 

1 1 2 1 2m nξ η η η τ τ τ= + + + + + + +                            (9) 

的机会分布为 

( ) ( )Φ( ) dYx x y y
+∞

−∞
= ϒ −∫                              (10) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1 2 2Y d d d
m

m my y y y
y Y y Y y Y y

+ + + ≤
= ∫



                      (11) 

是随机变量的和： 1 2 mη η η+ + + 的概率分布， 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 1 2 2sup

nz z z z n nz z z z+ + + =Υ = ϒ ∧ ϒ ∧ ∧ ϒ


                    (12) 

是不确定变量的和： 1 2 nτ τ τ+ + + 的不确定分布。 

2.2. 不确定随机网络 

定义 5 [12]：假设  是一个网络中点的集合，  是网络中权重是不确定变量的边的集合，记

( ) ( ){ }, ,i j i j= 是不确定边 ，是网络中权重是随机变量的边的集合，记 ( ) ( ){ }, ,i j i j= 是随机边 ，
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是网络中的边的权重的集合，包含所有的随机边和不确定边，记 ( ){ },ijw i j= ∈    ，则满足上面条

件的四元数组 ( ), , ,    称为一个不确定随机网络。 
例 2：存在 7 个节点的一个不确定随机网络 ( ), , ,    如下图 1 所示，其中 

{ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
{ }12 14 15 23 24 37 45 46 47 56 67

1, 2,3, 4,5,6,7 ,

1,5 , 2,3 , 3,7 , 4,5 , 4,6 , 5,6 , (6,7) ,

1, 2 , 1, 4 , 2, 4 , 4,7

, , , , , , , , , ,ξ ξ τ τ ξ τ τ τ ξ τ τ

=

=

=

=









 

 

 
Figure 1. An example of 7-node uncertain 
random network 
图 1. 一个 7 节点不确定随机网络图 

3. 不确定随机网络带资源约束的最短路问题新型互熵优化模型及实验 

3.1. 问题描述 

带资源约束的最短路径问题本质上是一个最短路问题，它的目标是寻找一条从源节点 1 到目的节点

n 的满足资源约束的路径中最短的路径。 
为了方便研究，在介绍模型之前，我们首先做一些假设： 
1) 在本文中我们研究单源节点带资源约束的路径问题，节点 1 被设置为唯一的源节点，节点 n 被设

置为唯一的终点。 
2) 假定不确定随机网络 ( ), , , ,C    有向且无环，其中  为网络中节点的集合，一般设置为 n

个节点，即 { }1, 2, , n=  ，  为网络中不确定边的集合，即 ( ) ( ){ }, ,i j i j= 是不确定边 ，网络中随

机 边 的 集 合 ， 即 ( ) ( ){ }, ,i j i j= 是随机边 ，  为 网 络 中 所 有 的 边 的 权 重 的 集 合 ， 即

( ){ },ijw i j= ∈    ，C 为资源成本矩阵(可设定为消耗时间，建设费用等，本文统一设置为成本)，并给

定一个成本约束值 d，被选择的路径还需要满足 ( ), ij iji j x c d
∈

≤∑
 

这一条件的约束，记约束条件为 ( )c x d≤ 。 
3) 假设研究的网络 ( ), , , ,C    中所有的边 ( ),i j 的权重为正则不确定随机变量，也就是说边的

权重 ijw ，要么是正则不确定变量要么是正的随机变量，不存在其他情况。 
4) 网络中存在的所有不确定随机变量相互独立，即所有的不确定变量相互独立，且所有的随机变量

也相互独立。 
5) 为了方便建模，在本文中使用 

( ) ( ){ }, ,ijL x i j c x d= ∈ ≤                             (13) 
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来代表不确定随机网络 ( ), , ,    中的一条从节点 1 到节点 n 带资源约束的路径，其中 { }0,1ijx ∈ ，

1ijx = 代表边 ( ),i j 出现在此条路径当中，反之，若 0ijx = ，则说明 ( ),i j 没有出现在此路径中。若 ijξ 代表

( ), , ,    中边的权重(通常为距离、消费、时间等的一种表现形式)，则 ( ), , , ,C    中一条路径 L
的权值为 

( ), ij iji j x ξ
∈∑
 

                                 (14) 

另外可证明，若 L 为网络中的一条带资源约束的路径，当且仅当： 

( )

( ) ( )

{ } ( )

,

, ,

1,
0,

1
2 1

0,1 ,   ,
1,

ij iji j

ij jii j i j

ij

x c d

i
x x i n

i n
x i j

∈

∈ ∈

≤

 =
 − ≤ ≤ − 
  =
 ∈ ∀ ∈

−

∑

∑ ∑



 



 

   

 

                    (15) 

3.2. 新型互熵优化模型 

定理 3：(不确定随机带资源约束的最短路径问题的理想路径机会分布函数)假定不确定随机网络为

( ), , , ,C    ，其中的不确定边 ( ),i j ∈的权重 ijw 对应的不确定分布为 ijϒ ，其中的随机边 ( ),i j ∈的

权重 ijw 对应的概率分布为 Yij ，网络连接的成本矩阵 ( )ij n n
C c

×
= ，限定的资源约束最大值为 d，记路径

( )( ),  ,ijx x i j ∈   的连接成本
 

( , )   
ij ij

i j L
x c

∈
∑ 为 ( )c x ，则从源节点到目的节点的资源约束最短路径

( ) ( )( ),  , ,ijL x x i j c x d= ∈ ≤  的机会分布函数为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ),0 0
Φ ; , , , dij ij iji jx G x y i j c x d Y y

+∞ +∞

∈
= ∈ ≤ ∏∫ ∫ 

              (16) 

其中 ( ) ( )( ); , ,ijG x y i j c x d∈ ≤， 由其逆不确定分布决定 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 ; , , , ,ij ijG y i j c x d g s i j c x dα− ∈ ≤ = ∈ ≤， ，              (17) 

( ) ( )
( )

1  ,,
 ,,ij

ij

i j
s

i jy
α− ∈ϒ=  ∈




                            (18) 

根据给定的不同的 ,  gα 可以根据 Flyod 算法计算。 
定理 4：若 ( ) ( ){ }, ,ijL x i j c x d= ∈ ≤  为不确定随机网络 ( ), , , ,C    中的一条约束路径，对

应的机会分布函数为 ( )ΦL x ，此网络的理想资源约束路径的机会分布函数为 ( )Φ x ，则对于网络中的任意

路径 L ，有 ( ) ( )Φ ΦL x x≤ 恒成立。 
定义 6：(带资源约束的新型互熵最小的最短路径)假设一个不确定随机网络 ( ), , , ,C    的理想资

源约束路径对应的函数为 ξ ，机会分布函数为 ( )Φ x ，网络中存在的其他路径 L ，对应的机会分布函数为

( )ΦL x 。若存在某条路径 *L ，对应的函数为 *ξ ，使得其与理想路径的新型互熵 *;D ξ ξ   最小，即对 x∀ ∈，

和所有的资源约束路径 L ，有下式成立： 

( ) ( ) ( ) ( )* d dLL
x x x x x x

+∞ +∞

−∞ −∞
Φ −Φ ≤ Φ −Φ∫ ∫                     (19) 

则称路径 *L 为此不确定随机网络的带资源约束的新型互熵最小的最短路径。 
根据定义 6，如果一条路径 ( ){ }* ,ijL x i j= ∈   是一条新型互熵最小资源约束最短路径，则它应该
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是满足下述模型的最优解： 

( ){ }
( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

{ } ( )

, ,

,

: , : ,

min , , , d

subject to:

1,   1
0,   2 1

1,  
0,1 , ,

ij
L ij

x i j

ij ij
i j

ij ji
j i j j i j

ij

x x x i j c x d x

x c d

i
x x i n

i n
x i j

+∞

−∞∈

∈

∈ ∈

 Φ −Φ ∈ ≤






≤

 =  − = ≤ ≤ − − = 
 = ∀ ∈

∫

∑

∑ ∑





 





 

 

   

 

 

                (20) 

其中 ( )Φ x 是理想资源约束路径的机会分布函数， 

( ) ( )( )
( ) ( ), ,

, ,  L ij ij ij ij
i j i j

x i j c x d h x x xτ ξ
∈ ∈

  Φ ∈ ≤ = + ≤ 
  
∑ ∑

 

                  (21) 

为网络中其他资源约束路径的机会分布函数。 
定理 5：给定一个不确定随机网络 ( ), , , ,Cξ   ， ( )Φ x 是此网络的理想资源约束路径的机会分布

函数， ( ) ( )( ), , ,  ijx x i j c x d∈ ≤  为此网络中从源节点 1 到目的节点 n 的一条路径，网络中不确定边，

即 ( ),i j ∈的权重为不确定变量 ijτ ，其对应的不确定分布为 ijγ ，网络中随机边，即 ( ),i j ∈的权重为随

机变量 ijξ ，其对应的概率分布为 ijY 。则模型(20)可以转化为下面的模型： 

( ){ }
( )

( )
( )

( )

( ) ( )

{ } ( )

, , ,

,

: , : ,

min d d

subject to:

1,   1
0,  2 1

1,  
0,1 , ,

ij
ij ij

x i j i j

ij ij
i j

ij ji
j i j j i j

ij

x x x y Y y x

x c d

i
x x i n

i n
x i j

γ
+∞ +∞

−∞ −∞∈ ∈

∈

∈ ∈ ∪

  
 Φ − −    



 ≤

 =
 − = ≤ ≤ −

 − =
= ∀ ∈

∑∫ ∫

∑

∑ ∑









  

 

   

 

                 (22) 

其中 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ),0 0
; , , , dij ij iji jx G x y i j c x d Y y

+∞ +∞

∈
Φ = ∈ ≤ ∏∫ ∫ 

                (23) 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1 2 2d d d
m

m my y y y
Y y Y y Y y Y y

+ + + ≤
= ∫



                     (24) 

( )
( ) ( ) ( )( ), ,sup min

ij iji j x r r ij ij iji jr x r
∈ = ∈∑ϒ = ϒ
                        (25) 

证明：根据定理 3 可得，网络的理想路径机会分布函数为 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ),0 0
Φ ; , , , dij ij iji jx G x y i j c x d Y y

+∞ +∞

∈
= ∈ ≤ ∏∫ ∫ 

                (26) 

假设 ( ) ( )( )* , , ,ijL x x i j c x d= ∈ ≤  为此网络中从源节点 1 到目的节点 n 的一条资源约束路径，则 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.105172


焦雨洁，高欣 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.105172 1628 应用数学进展 
 

( )
( ) ( )

( )
( )

, ,

,

L ij ij ij ij
i j i j

ij ij
i j

x h x x x

x y x Y y
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 








                         (27) 

其中 ( )Y y 是
( , )   

ij ij
i j R

x ξ
∈
∑ 的概率分布函数。 

由于所有的不确定随机变量 ijξ 彼此相互独立，故 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1 2 2d d d
m

m my y y y
Y y Y y Y y Y y

+ + + ≤
= ∫



                       (28) 

又由于所有的不确定随机变量相互独立，故根据例 1 有 

( )
( )( )

( , )
( , ),

( , )

sup min

.

ij iji j
ij ij ij ij iji jx r x yi j

ij ij
i j

x x y x r

x x y

τ
∈

∈= −∈

∈

∑

  ≤ − = ϒ 
  

 
= ϒ − 

 

∑

∑








                  (29) 

结合式子(27) (28) (29)带入目标函数方程，得证。 

3.3. 新型互熵优化模型算法及数值实验 

由于在模型求解过程中都涉及到理想路径机会分布，但对于此类问题而言，直接给出机会分布函数的显

式表达式是很困难的，于是在本文中我们设计了一个线性插值的办法用来拟合机会分布函数，步骤如下： 
算法 1：(用于求解理想带资源约束路径的机会分布)。 
步骤 1：对于不确定随机网络中的每个随机变量，我们根据随机变量的概率分布函数，使用蒙特卡

洛模拟的方法生成 1000 个数，随机变量的取值便为蒙特卡洛模拟生成的依数值大小排序后的随机数值。 
步骤 2：设置矩阵 [ ]0,0.01, ,0.99,1T =  ，α 依次从 T 中取值，根据上述过程生成的数值计算 ( )1G α− ，

得到不确定分布 ( )G x 的离散形式。 
步骤 3：对步骤 2 生成的离散形式的 ( )G x ，进行线性插值，并带入(4)式计算理想路径的机会分布 ( )Φ x 。 
基于 3.2 节提出模型——不确定随机网络下的带资源约束的最短路径新型互熵优化模型(22)，我们设

计了下面算法用来求解。 
算法 2：(适用于不确定随机网络的带资源约束的最短路径新型互熵优化模型(22)的求解)。 
步骤 1：结合定理 1 并利用上述提出的算法 1 计算理想路径的机会分布函数 ( )Φ x 。 
步骤 2：利用智能算法( *A 算法、广度优先算法、蚁群算法、遗传算法等均可)搜寻网络中的所有路

径并储存。 
步骤 3：根据成本矩阵计算每条路径的成本，去掉不符合条件约束的路径。 
步骤 4：计算步骤 3 中储存所有路径与理想路径之间的新型互熵值。 
步骤 5：比较上一步得到的新型互熵值，选择新型互熵值最小的路径，即为所求。 
下面给出一个数值实验，来验证我们提出的算法与模型的有效性。 
例 3 给定一个具有 8 个节点 12 条边的不确定随机网络图 ( ), , , ,C    如图 2 所示，假设不确定权

重为 23 25 38 45 46 58 67 78, , , , , , ,τ τ τ τ τ τ τ τ 它们为相互独立的正则不确定变量，且对应的正则不确定分布为

23 25 38 45 46 58 67 78, , , , , , ,ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ϒ ，随机边的权重为 12 14 16, ,ξ ξ ξ ，它们为相互独立的不确定变量，对应的概

率分布函数分别为 12 14 16, ,Κ Κ Κ ，假设此不确定随机网络图 ( ), , , ,C    的权重与成本如表 1 所示，其

中 ( ),a b 代表线形不确定分布， ( ), ,a b c 代表 Z 字形不确定分布。给定成本约束值 d = 200。 
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Figure 2. The 8-node uncertain random network 
with 12 edges 
图 2. 8 节点 12 条边不确定随机网络 

 
Table 1. The edge weights and connection costs of the uncertain random network in Figure 2 
表 1. 图 2 的不确定随机网络的边权值与连接成本表 

( ),i j  ( ),i j 权值 边 ( ),i j 成本 ( ),i j  ( ),i j 权值 边 ( ),i j 成本 ( ),i j  ( ),i j 权值 边 ( ),i j 成本 

( )2,3  ( )50,74  60 ( )4,5  ( )29,37,49  62 ( )1,2  ( )45,59  70 

( )2,5  ( )27,43  77 ( )4,7  ( )33,42,45  49 ( )1,4  ( )34,52  90 

( )3,8  ( )31,45  39 ( )5,8  ( )6,17,25  16 ( )1,6  ( )60,90  75 

( )4,6  ( )52,79  48 ( )7,8  ( )15,37,42  30    

( )6,7  ( )48,63  70       

 
根据定理 3 可得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )12 14 16 12 12 14 14 16 160 0 0
Φ ; , , , 200 d d dx G x y y y c x Y y Y y Y y

+∞ +∞ +∞
= ≤∫ ∫ ∫          (30) 

其中 ( )( )12 14 16; , , , 200G x y y y c x ≤ 可以根据其逆不确定分布计算。利用深度优先算法搜索网络发现一共有

6 条路径，但通过计算成本发现其中有一条路径 ( )1 4 6 7 8L → → → → 的成本值为 238 > 200，故在第三步

中完成后，提前删除此路径，将剩余的五条路径进行算法的第四步运算计算新型互熵值，计算结果列在

表 2 中。 
通过比较新型互熵的数值结果，我们发现路径 3 ( )1 4 5 8→ → → 新型互熵值最小，而且通过图 3 的

机会分布图也可以验证我们的计算结果的有效性——路径 3 是最接近理想约束路径的，即

( )1 4 5 8→ → → 为此不确定随机网络下的带资源约束的新型互熵最小的最短路径。 
 

Table 2. The calculation results about the newly cross entropy model 
表 2. 新型互熵计算结果 

路径 新型互熵计算的数值结果 

1 2 3 8→ → →  35.9699 

1 2 5 8→ → →  44.4151 

1 4 5 8→ → →  4.95090 

1 4 7 8→ → →  83.3799 

1 6 7 8→ → →  47.6151 
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Figure 3. Chance distributions of ideal resource constraint paths and 
other constraint paths in uncertain random network 
图 3. 理想资源约束路径与不确定随机网络中的其他约束路径的机

会分布 

4. 文章小结 

本文研究了带资源约束的不确定随机最短路径问题，对此问题建立了新型互熵优化模型，并设计了

相应的数值算法，用于求解，最后通过给出的数值算例验证了模型有效性。 
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