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摘  要 

本文对一类带有齐次边界条件的Rosenau-RLW方程的初边值问题进行了数值研究，在保证二阶理论精度

的前提下，对非线性项在时间层进行外推线性化处理，提出一个新的三层线性化差分格式，证明了差分

解的存在唯一性，在不能得到差分解最大模先验估计的情况下，综合运用数学归纳法和离散泛函分析方

法，证明了该差分格式的收敛性和稳定性。数值实验验证了该方法是可靠的。 
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Abstract 
In this paper, the initial boundary value problem of a class of Rosenau-RLW equations with ho-
mogeneous boundary conditions is studied numerically. On the premise of ensuring the accuracy 
of the second order theory, the nonlinear terms are extrapolated into the time layer, and a new 
three-level linearized difference scheme is proposed, which proves the existence and uniqueness 
of the difference decomposition. In the absence of a priori estimate of the maximum modulus of 
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difference decomposition, the convergence and stability of the difference scheme are proved by 
means of mathematical induction and discrete functional analysis. Numerical experiments show 
that the method is reliable. 
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1. 引言 

为了克服的 KdV 方程的某些不足，文献[1] [2]提出了 Rosenau 方程： 

0t xxxxt x xu u u uu+ + + = ，                                 (1) 

而方程(1)通常也被看作是正则长波(RLW)方程[3] [4] 

0t xxt x xu u u uu− + + =                                    (2) 

的另一种表述形式，对 Rosenau 方程(1)和 RLW 方程(2)的研究引起了众多学者的关注。 
而 Rosenau-RLW 方程[5]-[14] 

( ) ( ]0,  , ,  0,t xxt xxxxt x x L Ru u u u uu x x x t T− + + + = ∈ ∈                      (3) 

是 Rosenau 方程(1)和 RLW 方程(2)的推广形式，也是一个重要的物理模型[5]-[14]，文献[5]对其进行了有

限元方法研究，文献[6]-[14]对方程 Rosenau-RLW(3)及其广义形式进行了有限差分方法研究，其中非线性

差分格式[10] [11] [12] [13] [14]在数值求解时都需要非线性迭代，计算耗时较多。本文对非线性项 xuu 进

行外推线性化离散处理，从而对 Rosenau-RLW 方程(3)进行线性化有限差分方法数值求解研究，考虑其如

下的初值条件和边界条件： 

( ) ( ) ( )0,0 ,  ,L Ru x u x x x x= ∈                                 (4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ], , 0,  , , 0,  0,L R xx L xx Ru x t u x t u x t u x t t T= = = = ∈                  (5) 

其中 ( )0u x 是一个已知的光滑函数。 

2. 线性差分格式及可解性 

剖分有界闭区域 [ ] [ ], 0,L Rx x T× ，令τ 为时间步长， nt nτ= ， 0 n N≤ ≤ ，

 

TN
τ
 =   

；空间步长取为

R Lx xh
J
−

= ， j Lx x jh= + ，0 j J≤ ≤ ；用 n
ju 和 n

jU 分别表示函数 ( ),u x t 在点 ( ),j nx t 处的精确值和近似值， 

即 ( ),n
j j nu u x t= ， ( ),n

j j nU u x t≈ 。规定 C 为与时间步长和空间步长均无关的常数，且 0C > 。并定义以下

符号： 

( ) 1
n n
j jn

j x

U U
U

h
+ −

= ， ( ) 1
n n
j jn

j x

U U
U

h
−−

= ， ( ) 1 1

ˆ 2

n n
j jn

j x

U U
U

h
+ −−

= ， ( )
1n n

j jn
j t

U U
U

τ

+ −
= ，

11
2

2

n n
n j j
j

U U
U

+
+ +

= ，
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1

1
,

J
n n n n

j j
j

U V h U V
−

=

= ∑ ，
2

,n n nU U U= ，
1 1
maxn n

jj J
U U

∞ ≤ ≤ −
= ， 

( ){ }0
1 0 1 0, 1,0, , 1h j J JZ U U U U U U j J J− += = = = = = = − + . 

在数值离散时，将方程(3)中的非线性项 xuu 部分外推到 1n − 层，从而对问题(3)~(5)提出如下三层线

性化有限差分数值格式： 

( ) ( ) ( )
1 1

12 2

ˆ ˆ

3 1 0
2 2

n nn n n n n
j j j j j j jt xxt xxxxt

x x

U U U U U U U
+ +−    − + + + − =           

              (6) 

( ) ( )0
0 ,  1, 2, , 1j jU u x j J= = −                             (7) 

( ) ( )0 0,  0,  1, 2, ,n n
h n Jxx xx

U Z U U n N∈ = = =                          (8) 

引理 1 [15] 对 0
hU Z∀ ∈ ，恒有： 

2 2
x̂ xU U≤ . 

以下用数学归纳法来分析有限差分数值格式(6)~(8)其解的存在唯一性： 
定理 1 当时间步长τ 足够小时，线性有限差分格式(6)~(8)的数值解存在且唯一。 
证明 由(7)式知，显然 0U 是线性化有限差分格式(6)~(8)的数值解，再用其它方法(如两层差分格式[10])

先计算出 1U  (即 0U 和 1U 是唯一被确定的)，现假设 1nU − ， ( )1nU n N≤ − 是唯一可解的，于是有 
1 ,  n nU C U C−

∞ ∞
≤ ≤                                  (9) 

考虑(6)式中的未知层 1nU + 对应的齐次线性方程组，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ

1 1 1 1 3 1 0
2 4 4

n n n n n n n
j j j j j j jxx xxxx x x

U U U U U U U
τ τ τ

+ + + + − + − + + + − = 
 

         (10) 

以向量 1nU + 对(10)式取内积，由(8)式、(9)式和引理 1，并利用分部求和公式[15]，有 

( )

( )

( )

2 2 21 1 1 1 1
ˆ

1
1 1 1

ˆ
1

1
1 1

ˆ
1

2 21 1

1 1 1 1 ,
2

3 1
4 4

n n n n n
x xx x

J
n n n n
j j j jxj

J
n n
j jxj

n n
x

U U U U U

h U U U U

Ch U U

C U U

τ τ τ
+ + + + +

−
− + +

=

−
+ +

=

+ +

+ + +

 = − − 
 

≤ ⋅

≤ +

∑

∑
                    (11) 

又 
1 1

ˆ , 0n n
xU U+ + = ，                              (12) 

合并(11)式和(12)式，化简整理有 

( ) ( )
2 2 21 1 11 1 0n n n

x xxC U C U Uτ τ+ + +− + − + ≤ ， 

取时间步长τ 足够小，使得当 ( )1 0Cτ− > 时，关于 1nU + 的齐次线性方程组(10)有且仅有唯一零解，于

是关于 1nU + 的非齐次线性方程组(6)的解是唯一存在的。从而由归纳假设知，线性有限差分格式(6)~(8)的
数值解是存在且唯一的。 
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3. 收敛性和稳定性 

由于不能得到线性化有限差分格式(6)~(8)数值解的无穷范数先验估计，以下综合运用离散能量分析

方法和数学归纳法来证明其收敛性和稳定性。 
我们将线性有限差分数值格式(6)~(8)的截断误差定义为： 

( ) ( ) ( )
1 1

12 2

ˆ ˆ

3 1 0
2 2

n nn n n n n n
j j j j j j j jt xxt xxxxt

x x

r u u u u u u u
+ +−    = − + + + − =           

               (13) 

且由 Taylor 展开公式可知， 

( )2 2n
jr O hτ= + .                                 (14) 

引理 2 [9] 假设 2
0u H∈ ，初边值问题(3)~(5)的连续解满足如下估计式： 

2 2
,  ,  ,  xx xL LL Lu C u C u C u C

∞ ∞
≤ ≤ ≤ ≤  

定理 2 假设 2
0u H∈ ，若时间步长τ 和空间步长 h 足够小，则线性有限差分格式(6)~(8)的数值解解 nU

以范数
∞

⋅ 收敛到初边值问题(3)~(5)的连续解，且收敛阶为 ( )2 2O hτ + 。 
证明 记 n n n

j j je u U= − ，用(13)式减去(6)式，可得 

( ) ( ) ( )
1
2

ˆ

1 1
1 12 2

ˆ ˆ

3 1 3 1
2 2 2 2

nn n n n
j j j j jt xxt xxxxt

x

n nn n n n
j j j j j j

x x

r e e e e

u u u U U U

+

+ +− −

 
= − + +   

 

      + − − −               

                (15) 

由引理 2 以及截断误差(14)式可知，存在与空间步长 h 和时间步长τ 都无关的常数 uC 和 rC ，满足 

( )2 2,  ,  1, 2, ,n n
u ru C r C h n Nτ

∞ ∞
≤ ≤ + = ⋅⋅⋅                        (16) 

由初始值条件(7)式，可得 
0 00,  ue U C

∞
= ≤                                    (17) 

利用其他二阶方法(如两层有限差分格式[10])计算出具有二阶精度的 1U ，即有 

( )1 1 1 2 2
1x xxe e e C hτ+ + ≤ + ，                            (18) 

1C 为与空间步长 h 和时间步长τ 都无关的常数。 
现在假设 

( ) ( )2 2 ,  2,3, ,  1l l l
x xx le e e C h l n n Nτ+ + ≤ + = ≤ −                   (19) 

其中 lC 为与空间步长 h 和时间步长τ 都无关的常数。利用 Cauchy-Schwarz 不等式，于是由离散 Sobolev
嵌入不等式[15]有 

( )
( )

0

0

2 2
0

  

1 2
2
3 ,  1, 2, ,
2

l l l l
x

l l
x

l

e C e e e

C e e

C C h l nτ

∞
≤ +

≤ +

≤ + = 

                         (20) 
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( )2 2
0

3 ,  1, 2, ,
2

l l l
u lU u e C C C h l nτ

∞ ∞ ∞
≤ + ≤ + + =                    (21) 

以向量
1
2

n
e

+
对(15)式两端取内积，注意到 

1 1
2 2

ˆ , 0
n n

xe e
+ +

= ， 

并由离散分部和公式[15]，整理得 
2 2 2

1 1 1 1 11 1
1 12 2 2 2 2

1 1ˆ ˆ

1 1 1
2 2 2

3 1 3 1,
2 2 2 2

n n n
x xxt t t

J Jn n n n nn n n n n
j j j j j j j j

j jx x

e e e

r e h e e u e h U U e e
− −+ + + + +− −

= =

+ +

      = − − − −               
∑ ∑

         (22) 

利用微分中值定理，由引理 2 有 

( )
1 1

1 1 1
12

1 1
ˆ

, ,
2 2 , ,  

2 2j

n n n n
j jn n n

j j j j
x

t t t tu x u x
t t

u u x x x
h x ξ ξ

+ +
+ −+ +

− +

+ +   −     +∂     = = ≤ ≤     ∂   
 

即 
1
2

ˆ

n

x uu C
+

∞

≤ ，                                      (23) 

再取空间步长τ 和时间步长 h 足够小，以满足 

( )
1

18 1 uC
τ <

+
，                                     (24) 

且 

( )( )2 2
0 0

3 max 1
2 ll n

C C hτ
≤ ≤

+ ≤ ，                                (25) 

于是，由引理 1 和(21)式、(23)式、(25)式，利用 Cauchy-Schwarz 不等式有 

( )

( )

1 1 11 1
1 12 2 2

1 1ˆ

21
2 212

2 2 21 1

3 1 1 3
2 2 2

1 4
4

1 2 3
4

J Jn n nn n n n
j j j j u j j j

j jx

nn n
u

n n n
u

h e e u e C h e e e

C e e e

C e e e

− −+ + +− −

= =

+ −

+ −

  − − ≤ + ⋅     

 
 ≤ + +
 
 

≤ + +

∑ ∑

                (26) 

( ) ( )

( )( )

( )

( )

1
2

1 1 11 1
1 12 2 2

ˆ1 1 ˆ

1 11
2 2 2 2

0 1
1 ˆ

2 21 1
2 2

2 2 21 1

3 1 3
2 2

32 max ,
2

1

1 1
2

J Jn n nnn n n n
j j j j j j j j

xj j x

J n n

u n n j j
j x

n n

u x

n n n
u x x

h U U e e h U U e e

h C C C C h e e

C e e

C e e e e

τ

− −+ + ++− −

= =

− + +

−
=

+ +

+ +

  − − ≤ + ⋅ ⋅       

  ≤ + ⋅ + ⋅       

 
 ≤ + +
 
 

≤ + + + +

∑ ∑

∑

( )2n

             (27) 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.105182


张芝源，胡劲松 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.105182 1718 应用数学进展 
 

( )
1

2 2 212 1 1,
2 4

nn n n nr e r e e
+ +≤ + +                            (28) 

将(26)~(28)式一起代入(22)式，然后化简整理可得 

( ) ( ) ( )
( )( )

2 2 2 2 2 21 1 1

2 2 2 2 2 21 1 13 1

n n n n n n
x x xx xx

n n n n n n
u x x

e e e e e e

r C e e e e eτ τ

+ + +

+ − +

− + − + −

≤ + + + + + +
                  (29) 

将式(29)从 1 到 n 进行递推并求和，化简整理有 

( )( )
2 2 21 1 1

12 2 2 2 2 2 21 1 1

1 0
 9 1

n n n
x xx

n n
k k k k

x xx u x xx
k k

e e e

e e e r C e e eτ τ

+ + +

+

= =

+ +

≤ + + + + + + +∑ ∑
             (30) 

又 

( ) ( )22 2 2 2 2

11
max

n
k k

rk nk
r n r T C hτ τ τ

≤ ≤=

≤ ≤ +∑                          (31) 

再取时间步长τ 充分小，使之满足： 

( )
1

18 1 uC
τ <

+
， 

将(18)式和(31)式一起代入(30)式，整理后利用(24)式和离散 Gronwall 不等式[15]，于是有 

( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2 2 2 2 9 11 1 1 2 2 2
1

22 2 2
1  1, 2, , 1

uT Cn n n
x xx r

n

e e e T C C h e

C h n N

τ

τ

 ++ + +  

+

+ + ≤ + +

≤ + = ⋅⋅⋅ −
 

其中 ( ) ( )9 1
1 1

uT C
n rC TC C e +
+ = + 为与时间层 n 无关的常数。从而由归纳假设可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2,  ,  ,  1, 2, ,n n n
x xxe O h e O h e O h n Nτ τ τ≤ + ≤ + ≤ + = ⋅⋅⋅  

最后在根据离散 Sobolev 不等式[15]，即得 

( ) ( )2 2 ,  1, 2, ,ne O h n Nτ
∞
≤ + =   

定理 3 假设 2
0u H∈ ，如果时间步长τ 和空间步长 h 充分小，那么线性有限差分格式(6)~(8)的数值解

满足如下估计式： 

0 ,  1, 2, ,nU C n N
∞
≤ =

  

这里 0C 是与时间步长τ 和空间步长 h 都无关的常数。 
证明 由定理 2 的结论，当时间步长τ 和空间步长 h 足够小时，有 

0
n n nU u e C

∞ ∞ ∞
≤ + ≤  . 

由定理 3 可知，如果时间步长τ 和空间步长 h 充分小，线性有限差分格式(6)~(8)的数值解 nU 以范数

∞
⋅ 关于初始值绝对稳定。 

4. 数值实验 

Rosenau-RLW 方程(3)的孤立行波解[13]为： 
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( ) 415 13 169, sec
19 26 133

u x t h x t
  = −  

  
. 

为了验证本文线性化有限差分算法的可靠性，取初值函数 ( ) ( )0 ,0u x u x= 进行数值求解计算，固定

50Lx = − ， 50Rx = ， 20T = 。就τ 和 h 的不同取值线性有限差分数值格式(6)~(8)的数值解在不同时刻的

误差见表 1，同时在表 2 中对理论精度 ( )2 2O hτ + 也进行了数值验证。 
 

Table 1. The error of the scheme at several different times 
表 1. 格式在几个不同时刻的误差 

 0.1τ = ， 0.1h =  0.05τ = ， 0.05h =  0.025τ = ， 0.025h =  

 ne  ne
∞

 ne  ne
∞

 ne  ne
∞

 

5t =  1.65956e−3 6.30406e−4 4.16159e−4 1.58763e−4 1.03978e−4 3.98898e−5 

10t =  3.16856e−3 1.17107e−3 7.90691e−4 2.93462e−4 1.96653e−4 7.33886e−5 

15t =  4.52032e−3 1.62506e−3 1.12429e−3 4.05990e−4 2.78519e−4 1.01163e−4 

20t =  5.78398e−3 2.04292e−3 1.43419e−3 5.78398e−4 3.53889e−4 1.26318e−4 

 
Table 2. Numerical simulation of the theoretical accuracy ( )2 2O hτ +

 
of the scheme 

表 2. 对格式的理论精度 ( )2 2O hτ + 的数值模拟 

 ( ) 2, ,
2 2

n n he h e ττ  
 
 

 ( ) 2, ,
2 2

n n he h e ττ
∞

∞

 
 
 

 

 0.1hτ = =  0.05hτ = =  0.025hτ = =  0.1hτ = =  0.05hτ = =  0.025hτ = =  

5t =  — 3.98780 4.00238 — 3.97074 3.98004 

10t =  — 4.00729 4.02075 — 3.99053 3.99874 

15t =  — 4.02057 4.03670 — 4.00271 4.01321 

20t =  — 4.03291 4.05267 — 4.01381 4.02767 

 
从数值算例结果可以看出，本文对初边值问题(3)~(5)所提出的线性化有限差分数值格式(6)~(8)是可

行的。格式(6)~(8)明显具有二阶理论精度，更为重要的是，数值求解时不需要非线性迭代，所以计算时

间比较节约，数值求解效率也较高。 
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