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摘  要 

本文在HIV感染过程中，考虑两类靶细胞：整合速度快的CD4+ T细胞和整合速度慢的巨噬细胞，建立基

于两类靶细胞的HIV感染模型。该模型主要包括感染细胞转化成正常细胞的恢复阶段。首先，定义模型

的基本再生数，进而得到无病平衡点E0以及感染平衡点E*，并理论推导得到模型在两类平衡点的局部渐

近稳定性。进一步地，通过利用Lasalle不变原理以及构造Lyapunov函数，得出，当R0 < 1时，无病平衡

点E0是全局渐近稳定的。最后，通过查阅文献确定参数的实际范围，对模型进行数值模拟，验证稳定性

理论的正确性。 
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Abstract 
During the infection process, we consider two types of target cells: CD4+ T cells with a fast integra-
tion rate and macrophages with a slow integration rate, and establish an HIV infection model 
based on the two types of target cells. The main features of this model include the recovery phase 
of the transformed cells from infected cells into normal cells. We obtain the basic reproduction 
number R0, disease-free equilibrium point E0 and infection equilibrium point E* of the model, and 
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theoretically derive the local asymptotic stability of the model at the two types of equilibrium 
points. Furthermore, by using Lasalle’s invariance principle and the Lyapunov function, we obtain 
that when R0 < 1, the disease-free equilibrium point E0 is globally asymptotically stable. Finally, 
the actual range of parameters is determined by consulting the literature, and the model is nu-
merically simulated to verify the correctness of the stability theory. 
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1. 引言 

自 1981 年第一位艾滋病患者出现以来，艾滋病已在全世界传播，成为全球重大公共卫生问题。根据

联合国艾滋病规划署数据[1]，全球范围内艾滋病病毒携带者和艾滋病患者人数从 2013 年末的 3430 万人

增至 2018 年末的 3790 万人，携带者数量仍逐年增长。而截至 2019 年底，我国现存 HIV/AIDS 患者约 129
万，2019 年新增感染者 15 万人，死亡 4.2 万人。 

艾滋病，即获得性免疫缺陷综合征(Acquired Immuno Deficiency Syndrome, AIDS)。它是由艾滋病病

毒(Human Immunodeficiency Virus, HIV)感染引起的慢性传染病疾病，HIV 破坏人体免疫系统后，使人体

缺乏对各种病原体的抵抗力，表现出复杂的免疫缺陷性疾病，严重时出现各种机会感染，甚至恶性肿

瘤，自然病程中致死率高。 
HIV 侵入人体后，通过与细胞表面的受体结合，在辅助受体(fusin, CCR5 等的)参与并相互作用下，

主要感染 CD4
+ T 淋巴细胞，并在其内增殖复制，使 CD4

+ T 细胞大量损耗，病毒释放出至血液形成 HIV
血症，致使感染向全身扩散；更多的 CD4

+ T 细胞被感染和破坏。HIV 还通过其他受体，如 Fc 及补体受

体、脑细胞及肠上皮细胞的半乳糖神经氢酸酶等感染其他细胞，HIV 可侵入巨噬细胞，并随该细胞至体

内许多组织，造成多脏器损伤。所以，除 CD4
+ T 细胞外，HIV 还感染单核巨噬细胞、滤泡树突状细胞、

脑星状细胞、少突胶质细胞、血管内皮细胞、肠上皮细胞和肾脏组织细胞等，引起不同程度病理损害，

而机体免疫系统首当其冲，损害也最严重。由于体内大量 CD4
+ T 细胞被破坏和功能障碍，最终导致机体

免疫缺陷。 

2. 基于 T 细胞和巨噬细胞的 HIV 动力学模型 

近年来，随着对感染动力学模型研究的愈发深入，模型的建立也越来越精确多样。在这里建立的模

型如下[2]： 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2

x d x x v a y

y x v y a y

x d x x v a y
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= − − +
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= − −
 = − − +
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其中，CD4
+ T 细胞 ( )1x t 以输入率 1λ 产出， 1d 表示其死亡率，感染 CD4

+ T 细胞浓度为 ( )1y t ，感染系数为

1β 。感染 CD4
+ T 细胞的死亡率为 1δ ，感染 CD4

+ T 细胞转化为正常 T 细胞的转化率为 1a 。巨噬细胞 ( )2x t
以输入率 2λ 产出， 2d 表示其死亡率，感染巨噬细胞浓度为 ( )2y t ，感染系数为 2β 。感染巨噬细胞的死亡

率为 2δ ，感染巨噬细胞转化为正常巨噬细胞的转化率为 2a 。病毒颗粒的浓度为 ( )v t ，其中，感染 CD4
+ T

细胞死亡后释放产生病毒，病毒释放率为 1k ，感染巨噬细胞死亡后释放产生病毒，病毒释放率为 2k ，病

毒移除率为 c，模型(2-1)的示意图如图 1 所示，模型中所有参数假定都是正的。 
 

 
Figure 1. A schematic representation of the model system 
图 1. 模型系统的示意图 

 
该模型考虑了两类靶细胞的影响以及感染细胞以一定比例恢复为正常细胞的生物学机理。 

3. 模型平衡点 

首先，通过平衡点的求解方法，令中各个方程右端为 0，我们得到以下方程： 

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2

0

0

0

0

0

d x x v a y

x v y a y

d x x v a y

x v y a y

k y k y cv

λ β

β δ

λ β

β δ

− − + =

 − − =

 − − + =

 − − =

 + − =

                             (3-1) 

对于无病平衡点的求解，不妨设 0ν = ，那么 0 0
1 2 0y y= = ， 0 0ν = 。通过化简，得出 0 1

1
1

x
d
λ

= ， 0 2
2

2

x
d
λ

= 。 

我们可以得到无病平衡点 ( )0 0
0 1 2,0, ,0,0E x x= 。 

接着，定义基本再生数 0R ，它表示每个 HIV 病毒的存活期间所能感染健康 T 细胞和健康巨噬细胞

的平均数量[3]。 

0 0
1 1 1 2 2 2

0
1 1 2 2

1 k x k xR
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β β
δ δ
 
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对于感染平衡点的求解，此时 0ν ≠ ，由第一个式子和第二个式子可以得到
( )
( )

1 1 1
1

1 1 1 1 1

a
x

d a
δ λ
δ βνδ

+
=

+ +
，

( )
1 1

1
1 1 1 1 1

y
d a

βνλ
δ βνδ

=
+ +

。同理，由第三个式子和第四个式子可以得到
( )
( )

2 2 2
2

2 2 2 2 2

a
x

d a
δ λ
δ β νδ

+
=

+ +
，

( )
2 2

2
2 2 2 2 2

y
d a

β νλ
δ β νδ

=
+ +

。将 1y 与 2y 的表达式代入第五个式子整理得到方程 

( ) ( )
1 1 1 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

0
k k cv

d a d a
βνλ β νλ

δ βνδ δ β νδ
+ − =

+ + + +
，由于 0ν ≠ ，所以可以将分子上的ν 消去，由此可以得到 

感染平衡点 *E ， 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

* *
1 1 1 2 2 2* *1 1 2 2

* * * *
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

, , , ,
a av vE v

d a v d a v d a v d a v
δ λ δ λβ λ β λ

δ β δ δ β δ δ β δ δ β δ
+ +

=
+ + +

 
  
 + + + + +

 

其中 *v 满足 

( ) ( ) ( )
* 1 1 1 2 2 2

* *
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

0
k kF v c

d a v d a v
β λ β λ

δ β δ δ β δ
= + − =

+ + + +
 

那么，假设当 * 0v = 时， 

( ) ( ) ( )
0 0

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

10 1
k k k x k xF c c

d a d a c a a
β λ β λ β β
δ δ δ δ

  
= + − = + −  

+ + + +   
, 

由基本再生数的定义，得到 ( ) ( )00 1F c R= − ，而 ( )lim 0v F v c→∞ = − < ，，并且 

( )
( ) ( )

2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

0
k kF v

d a d a

δ β λ δ β λ

δ βνδ δ β νδ
′ = − − <

+ + + +      
，可以知道 ( )F v 是单调递减的，所以对于方程 

( ) 0F v = ，当 0 1R > 时有唯一的正解，当 0 1R < 时没有正解。 

4. 平衡点的稳定性 

4.1. 无病平衡点的局部稳定性 

定理 1 当 0 1R < 时，无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的。 
当 0 1R > 时，无病平衡点 0E 是不稳定的。 
证明：模型(3-1)在无病平衡点 0E 处的 Jacobi 矩阵为，令 ( )0 0E J Eξ − = ，即 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 2

0 0

0 0

00 0

0 0

0 0

d v a x

v a x

d v a x

v a x

k k c

β β

β δ β

β β

β δ β

− − −

− −

=− − −

− −

−

 

得到特征方程： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }0 0
1 2 1 1 2 2 2 2 2 1 1 1 2 2 0d d a a c k x k x aξ ξ ξ δ ξ δ ξ β β ξ δ + + + + + + + − − + + =   
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整理得： 

( )( )( )( )( ) ( )( ) ( )( )
0 0

1 1 1 2 2 2
1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1 0
k x k xd d c a a

c a c a
β β

ξ ξ ξ ξ δ ξ δ
ξ ξ δ ξ ξ δ

 
+ + + + + + + − − = 

+ + + + + +  
 

其中 ( ) ( )( ) ( )( )
0 0

1 1 1 2 2 2
1

1 1 2 2

1
k x k xq

c a c a
β β

ξ
ξ ξ δ ξ ξ δ

= − −
+ + + + + +

。 

那么 0E 的局部渐近稳定性就取决于 ( )1 0q ξ = 的根。 

(1) 当 0 1R > 时， ( ) ( ) ( )
0 0

1 1 1 2 2 2
1 0

1 1 2 2

0 1 1
c

k x k xq R
c a a

β β
δ δ

= − − = −
+ +

， ( )1 0 0q < ，且 ( )1lim 1 0qξ ξ→+∞ = > 。所以 

由零点定理得 ( )1q ξ 在 ( )0,+∞ 上至少有一个根，所以 0E 在 0 1R > 上是不稳定的。 
(2) 当 0 1R < 时，假设 ( ) 0Re ξ ≥ ，那么ξ 满足 ( )1 0q ξ = 就可以得到 

( )( ) ( )( )
0 0

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

1
k x k x

c a c a
β β

ξ ξ δ ξ ξ δ
= +

+ + + + + +
 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

0 0
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

0 0
1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

0 0
1 1 1 2 2 2

0
1 1 2 2

1
k x k x

c a c a

k x k x
c a c a

k x k x R
c a c a

β β
ξ ξ δ ξ ξ δ

β β
ξ ξ δ ξ ξ δ

β β
δ δ

= +
+ + + + + +

≤ +
+ + + + + +

≤ + =
+ +

 

而 0 1R ≥ 与 0 1R < 相矛盾，那么就可以得到 ( ) 0Re ξ < ，其中 ( )1 0q ξ = 。所以当 0 1R < 时， ( ) 0Re ξ < ，

无病平衡点 0E 是局部稳定的。 
综上得出，当 0 1R < 时，无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的；当 0 1R > 时，无病平衡点 0E 是不稳定的。 

4.2. 无病平衡点的全局稳定性 

定理 2 当 0 1R < 且满足 1 1 2 2

1 2

d d
k k
δ δ+ +

= 时，无病平衡点 0E 是全局渐近稳定的。 

证明：通过定理 1，当 0 1R < 时，无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的，那么证明它是全局吸引的。 
不难看出对于所有的 0t > ，每一个解都有 ( )1 0x t > ， ( )2 0x t > 。因此不失一般性，可以构造出

Lyapunov 方程[4] [5] 

( )
( ) ( )

( ) ( )

20 0 01 1 1 1
1 1 1 1 1 10 0

1 1 1 1 1 1

20 0 02 2 2 2
2 2 2 2 2 20 0

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1
1 2

1 1 2 2 1

ln
2

ln
2

d x aU t x x x x x y
a x a x

d x ax x x x x y
a x a x

d d dy y v
a a k

δ
δ δ

δ
δ δ

δ δ δ
δ δ

 +
= − − + − + + + 

 +
+ − − + − + + + 

+ + +
+ + +

+ +

 

计算 ( )U t 导数，并带入 0dxλ = ，得到如下： 
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( )

( ) ( )( )
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 12 2 2 2 2
2 2 2
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+
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+
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1
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β
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δ δ δ
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− +  
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++ +  
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1
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++ +  

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 20 0
1 1 1 2 2 21 1 1 2 2 2

0 0
1 1 1 2 2 21 2

0 0
1 1 1 1 2 2 2 21 1 2 2

0 0
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00 0
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2 2

1

d x x d x xd a d a
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ka x a x

δ δ
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δ δ
δ δ
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δ δ

− −   + +
= − + − +   

+ +   
+ +   

+ − − + − −   
+ +   

+
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因此易得，当 0 1R < 时， ( )d 0
d

U t
t

= 。此外， ( )d 0
d

U t
t

= 当且仅当 ( ) 0
1 1x t x= ， ( ) 0

2 2x t x= 成立。由 

Lasalle 不变集原理[6]，能够证明在 0E 是全局吸引的。 
所以，当 0 1R < 时，无病平衡点 0E 是全局渐近稳定的。 

4.3. 感染平衡点的局部稳定性 

定理 3 当 0 1R > 时，感染平衡点 *E 是局部渐近稳定的。 
证明：模型(3-1)在感染平衡点 *E 处的 Jacobi 矩阵为 ( )*J E ，令 ( )* 0E J Eξ − = ，即： 

* *
1 1 1 1 1

* *
1 1 1 1 1

* *
2 2 2 2 2

* *
2 2 2 2 2

1 2

0 0
0 0

00 0
0 0
0 0

d v a x
v a x

d v a x
v a x

k k c

β β
β δ β

β β
β δ β

− − −
− −

=− − −
− −

−

 

整理得： 
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( )
( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

* *
1 1 1 1 2 2 2 2

* *
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 0
d k x d k x

c d v a d c d v a d

ξ β ξ β

ξ ξ β ξ δ ξ ξ ξ β ξ δ ξ

+ +
− − =

   + + + + + + + + + + + +   
 

假设 ( ) 0Re ξ ≥ ，其中ξ 满足 ( )* 0E J Eξ − = ，则可得到 
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由模型方程组的第五个式子： * * *
1 1 2 2 0k y k y cv+ − = ，即
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，可以推出 1 < 1， 

产生矛盾，则 ( ) 0Re ξ < 。 
综上得出，当 0 1R > 时，感染平衡点 *E 是局部渐近稳定的。 

5. 数值模拟 

在本部分中，将继续利用表 1 中给出的参数值对系统进行一些数值模拟，验证本文定理的正确性。

根据参考文献[7]所给的范围，并结合文献[8]中的数据，将参数的含义，单位及其取值范围以及参数值列

表 1 所示。 
 

Table 1. The meaning and value of the parameters in the system (3-1) 
表 1. 系统(3-1)中参数含义与取值 

参数 含义 单位 数据 1 数据 2 范围 

1λ  T 细胞生成率 μl−1∙day−1 14 18 0~20 

1d  T 细胞死亡率 day−1 0.015 0.02 0.007~0.1 

1β  T 细胞感染率 μl−1∙day−1 0.0002 0.0002 10−5~0.5 

1a  感染 T 细胞恢复率 day−1 0.5 0.5 - 

1δ  感染 T 细胞死亡率 μl−1∙day−1 0.08 0.08 0.007~0.1 

1k  感染 T 细胞生成病毒速率 day−1 3 400 1.25~4200 

1λ  巨噬细胞生成率 μl−1∙day−1 8 12 0~20 

2d  巨噬细胞死亡率 day−1 0.01 0.015 0.007~0.2 

2β  巨噬细胞感染率 μl−1∙day−1 0.0001 0.0001 10−5~0.5 

2a  感染巨噬细胞恢复率 day−1 0.1 0.1 - 

2δ  感染巨噬细胞死亡率 μl−1∙day−1 0.06 0.06 0.007~0.1 

2k  感染巨噬细胞生成病毒速率 day−1 2 300 1.25~4200 

c 病毒清除率 day−1 36 36 3~36 
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使用多组初始数据进行数值模拟，且每组初始值的含义，单位和取值如表 2 所示。 
 

Table 2. The initial value 
表 2. 初始值表 

 含义 单位 数据 1 数据 2 数据 3 数据 4 

( )1 0x  初始健康 T 细胞浓度 μl−1 900 1000 1100 1200 

( )1 0y  初始感染 T 细胞浓度 μl−1 0.001 0.002 0.002 0.004 

( )2 0x  初始健康巨噬细胞浓度 μl−1 800 900 1000 1100 

( )2 0y  初始感染巨噬细胞浓度 μl−1 0.001 0.004 0.002 0.003 

( )0v  初始病毒浓度 μl−1 0.001 0.003 0.002 0.005 

5.1. 数值模拟无病平衡点 E0的稳定性 

研究无病平衡点 0E 的稳定性。首先将参数表 1 中的数据 1 代入系统(3-1)中，计算基本再生数

0 0.0546 1R = < ，符合定理 1 与定理 2 条件，因此对于表 1 中的数据 1 的参数，系统在无病平衡点 0E 处

是全局渐近稳定的。选取表 2 中的多组数据进行模拟，如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. The local asymptotic stability of the uninfected equilibrium point of the 
system (3-1) 
图 2. 系统(3-1)的无病平衡点的局部渐近稳定性 

 
从图 2 可以看出，所得到的数值模拟的结果趋近于无病平衡点 0E ，经过软件计算可以得到健康 T 细

胞的值最终趋向于 1 933.333x = ，感染 T 细胞趋向于 1 1.0698e 09y = − ，健康巨噬细胞的值趋向于 2 800x = ，

感染巨噬细胞趋向于 2 4.5310e 10y = − ，以及自由病毒趋向于 2.0310e 07v = − 。而通过参数计算的平衡状 

态是 ( )0 0
0 1 2,0, ,0,0E x x= ，其中 0 1

1
1

933.333x
d
λ

== ， 0 2
2

2

800x
d
λ

= = ，对于感染 T 细胞、感染巨噬细胞以及 

自由病毒均可看作趋向于 0，因此可以认为系统在无病平衡点 0E 处是局部渐近稳定的，而通过多组初值
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进行模拟，发现其最终结果都是一样的，所以可以认为 0E 是全局吸引的，由此可以说，系统在无病平衡

点 0E 处是全局渐近稳定的。 

5.2. 数值模拟感染平衡点 E*的稳定性 

对于系统(3-1)中各个参数使用表 1 中数据 2，并计算基本再生数 0 7.6149 1R = > ，符合定理 3 的条件，

因此对于表 1 中的数据 2 的参数，系统在感染平衡点 *E 处是全局渐近稳定的。使用表 2 中的几组数据进

行多次实验，如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. The local asymptotic stability of the infected equilibrium point of the 
system (3-1) 
图 3. 系统(3-1)的感染平衡点的局部渐近稳定性 

 
从图 3 可以得出，数值模拟的结果趋近于感染平衡点 *E ，经过 Matlab 计算得到健康 T 细胞浓度 1x 趋

近于 151.5492，感染 T 细胞浓度 1y 趋近于 187.0053，健康巨噬细胞浓度 2x 趋近于 80.4896，感染巨噬细

胞浓度 2y 趋近于 180.9427，自由病毒 v 趋近于 3579.681。通过 
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这里 * 3579.681v = 。将参数与 *v 代入，得出健康 T 细胞浓度 1 151.6031x = ，感染 T 细胞浓度

1 187.0992y = ，健康巨噬细胞浓度 2 88.4222x = ，感染巨噬细胞浓度 2 197.7889y = ，并且 

( ) ( ) ( )
* 1 1 1 2 2 2

* *
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

k kF v c
d a v d a v
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= + −
+ + + +

，把 *v 代入，得到值为−0.001436，几乎为 0。因此可 

以得到系统(2-2)在感染平衡点处是局部渐近稳定的。 

6. 结语 

本文首先建立基于 CD4
+ T 细胞和巨噬细胞的 HIV 感染模型，该模型考虑了两类靶细胞的影响以及
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感染细胞以一定比例恢复为正常细胞的生物学机理。 
其后，求出两类平衡点，即无病平衡点与感染平衡点，并定义基本再生数 0R 。进一步通过特征方程

模的思想证明出当 0 1R < 时，无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的，当 0 1R > 时，感染平衡点 *E 是局部渐近

稳定的。而对于无病平衡点的全局稳定性，本文通过 Lyapunov 方法建立方程，并通过 Lasalle 不变集原

理加以证明。最后，本文通过两组参数模拟无病平衡点和感染平衡点，通过多组初始数据进行数值模拟，

验证得到理论分析的正确性，从而为相关医学工作者提供理论依据与数据支持。 
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