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摘  要 

社团结构是复杂网络的一个重要特性，通过对社团结构的检测可以发现网络中藏有的规律。本文利用弱

社团定义去识别加权网络的社团结构，提出了优化模型和均值切割算法。数值实验表明对网络进行加权

处理更具有现实意义。 
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Abstract 
Community structure is an important characteristic of complex networks, and the hidden rules in 
networks can be found by detecting the community structure. In this paper, the community struc-
ture of weighted networks is identified by using the weak community definition, and an optimiza-
tion model and a mean cut algorithm are proposed. Numerical experiments show that it is more 

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2021.105168
https://doi.org/10.12677/aam.2021.105168
http://www.hanspub.org


马领娟 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.105168 1593 应用数学进展 
 

practical to weight networks. 
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1. 引言 

复杂网络具有诸多拓扑特性，如小世界网络，无尺度网络等[1]，其中社团结构是其尤为重要的一个

特性[2]。近年来，有关社团结构的检测已有很多较为完善的模型。通过对社团结构检测的研究发现已有

的模型和算法都存在着不同的局限性。 
模块化函数 Q 是由 Newman 和 Girvan (2004)定义的，用于检测社团结构的度量函数。Li 等人(2008)

提出了另一种度量函数 D，用来优化社团结构的检测。然而，用模块函数 Q 和 D 检测社团结构可能产生

分辨率极限，甚至出现错误识别现象[3] [4] [5]。为了更加定量化地解决社团结构的检测问题，Radicchi
等人(2004)提出了弱社团意义下的社团定义[4]。 

由于在现实背景下，复杂网络中节点间的关系是错综复杂的，普通网络已无法展现节点间联系的强

弱程度。通过对网络进行加权处理，以便更客观的刻画节点间的重要性，本文中将两个节点间的权重 n
模拟成节点之间有 n 条边相连，提出了优化的弱社团定义，即候选子网络中的权重之和应不小于该子网

络其余部分的权重之和。通过对网络进行加权处理，建立了一个满足弱社团定义的优化模型，并设计了

相应的均值切割算法求解该模型。进一步模拟日本空手道俱乐部的数值算例，验证了所提出的模型和算

法具有实用性及有效性。 

2. 加权网络社团识别的模型 

给定一个加权的无向图 ( ),G V E= 及其邻接矩阵 ijA a =  ，G 的顶点集 { }1 2, , , nV v v v=  ， ija 表示节

点 iv 和 jv 之间的联系程度，也就是权重。 
本文将 tV 表示为V 的子集， t tV V V= 为 tV 的补集， tV 是定义在弱社团下的，即 

( ) ( ), ,t t t tM V V M V V≥                                      (1) 

其中 

( ) ( ), ,  ,
t t t tt t ij t t iji V j V i V j VM V V a M V V a

∈ ∈ ∈ ∈
= =∑ ∑ ∑ ∑  

在网络 G 中，给定一个划分 ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1, , , , , , ,K K K KP G G G V E V E= =  ， K 是满足弱社团定义的社

团数量。在不考虑权重下提出的模块化函数Q  [5] [6] 

( ) ( ) ( ) 2

1 1

, ,,
2 2

K K
S S S SS S

S
S S

L V V L V VL V V
Q Q

L L= =

  + = − ≡     
∑ ∑  

和 Li 等人[7]提出的另一种模块化函数 D ： 
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其中 ( ), 2L L V V= 是网络中的连接总数。这里， Q 和 D 可能会产生错误识别现象及分辨率极限问题。

Zhang 等人[8] (2010)提出的组合优化模型 
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其中， n 是网络中的节点数， L 是网络中的边数， lkz 表示边 le 是否属于 k 社团， ( ),l i je v v= 表示连接节

点 iv 和 jv 的边， ikx 是指节点 iv 是否属于第 k 个社团[8]。该模型一定程度上克服了Q 和 D 所暴露出的错

误识别现象及分辨率极限问题，但没有考虑到节点之间的权重影响。 
本文在该组合优化模型基础上进行了加权处理，能更进一步表述出社团与社团之间的联系。给定一

个加权网络，社团识别问题是将该网络划分成尽可能多的不重叠子网络，使每个子网络满足给定的弱社

团定义。 
约定 n 是一个正整数，定义下面几个集合 

{ }n n nS S R S×= ∈ 是对称矩阵  

( ){ }0 0, 0n n nS S R S S diag S×= ∈ ≥ =是对称矩阵， 且  

其中， 0S ≥ 代表矩阵 S 的所有元素都是非负的， ( )diag S 代表由矩阵 S 的对角线上的元素组成的向量[9]。
其中， ija 表示节点 iv 和 jv 之间的权重，对每一个矩阵 n nM R ×∈ ，定义 ( )L M 是一个 n n× 维的矩阵，它的

分量有如下表达式 

( )
,         

,  
ij

ij
ikk i

M i j
L M

M i j
≠

− ≠= 
=∑

 

L 构成 n nR × 上的线性算子。对于每一个矩阵 0
nA S∈ ，构造一个带权重的无向图 ( ),G V E ，其中V 是

图的顶点集，矩阵 A 是该图邻接矩阵[9]。 
设 ky 表示第 k 个社团是否为空， 0ky = 当且仅当第 k 个社团没有节点[8]。即， 

1
0k

k
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，第 个社团非空

，其他
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令 kA 表示第 k 个社团的邻接矩阵， k k
ijA a =  即， 

,

0
ij i jk

ij

a v v k
a

= 


和 都属于第 个社团

，其他
 

弱社团定义可以表示为 

( )( )
( )

( ) 11

2
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k

rank An
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ij
ji rank A

tr L A a
== +

≥ ∑ ∑  

即删除候选网络的一些边使得删去的边的总权重比网络其余部分的权重小。其中目标函数 

( )( )
1

n
k

k
k

y tr L A
=
∑  

表示出了删去的边的权重尽可能小，且得到的社团越多越好。因此建立了如下社团识别模型： 
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3. 均值切割算法 

若 iv G′∈ 且 jv G′∈ 则 ije 为G′内边， ijs 表示 ije 的权值。如果，仅 iv G′∉ 或 jv G′∉ 成立，则 ije 为割边，

记为 ije′ ， ijs′ 表示 ije′ 的权值。G′所有割边组成的集合记为割集 L′。 
步骤 1：输入图 ( ),G V E= ， 1k = ，P φ= ，随机选取G G′ ⊂ ，若满足 ( )( ) ( )( )L s L s′ ′≥∑ ∑ ，则G′合

格。否则，转到步骤 3。 
步骤 2：判断 ( )( ) ( )( )E L s E L s′ ′≥ 是否成立，若不等式成立，则G′为一个合格社团切割， 1k k= + ，

{ }P P G′= 

 ，否则，返回步骤 1。 
步骤 3：设 \G G G′= ，返回步骤 1。 
步骤 4：重复上述步骤，直到G φ= ，完成所有切割，输出 k ， P是G 的最优划分。 

4. 数值实验 

Zachary (1977)通过两年的观察分析了著名空手道俱乐部网络，该网络是由 34 个节点和 78 条边组成

的，其中节点代表俱乐部的成员，边代表俱乐部成员之间的友谊。由于俱乐部的管理者和俱乐部的教练

之间产生了分歧，俱乐部被分成了几个子俱乐部。Zhang 等人[8] (2010)在不加权的条件下，根据弱社团

定义将网络划分为以下四个社团(图 1)： 

{ }1 5,6,7,11,17C = , { }2 24,25,26,27,28,30C = , { }3 1, 2,3, 4,8,12,13,14,18,20,22C = , 

{ }4 9,10,15,16,19,21,23,29,31,32,33,34C =  

然而，在上述划分中俱乐部成员间关系的重要性没有提现。在本文中，通过对边进行加权处理，以

权重表示成员间关系的强弱，对该算例进行随机数值模拟。在优化后的弱社团定义下该网络被划分为以

下三个社团(图 2)： 

{ }1 1, 4,5,6,7,11,12,13,17,18,22G = , { }2 2,3,8,9,10,14,16,20,31,32G =  

{ }3 15,19,20,21,23,24,25,27,28,29,30,33,34G =  
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Figure 1. Unweighted 
图 1. 不加权 

 

 
Figure 2. Weighted 
图 2. 加权 

 
通过对该现实算例进行加权处理，结合现实背景表明加权后的划分更加直观的反映出社团间的关系。 

5. 结论 

本文基于 Radicchi 等人(2004)的弱社团意义下的社团定义，提出了一个优化的弱社团定义。根据该

定义，建立了加权网络社团结构检测的模型，该模型更进一步阐述了社团与社团之间的联系。为求解该

模型，给出均值切割算法，数值实验验证提出的模型及算法对实际问题更具有应用性，但存在使用模型

和算法检测到的加权网络社团结构与假设的实验结果有偏差的问题。 
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