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摘  要 

本文提出了一阶泊松随机系数混合算子整数值自回归时间序列模型(Po-RCMTINAR(1))。对该模型的矩

和自协方差函数进行了研究，并使用Yule-Walker方法估计估计模型中的未知参数。最后，分析了一组

实际数据集并与MTINAR(1)模型比较，根据MSE准则得到一阶泊松随机系数混合算子整值自回归模型

(Po-RCMTINAR(1))更适合分析此数据集。 
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Abstract 
This paper proposes a first-order random coefficient mixed thinning integer-valued autoregres-
sive time series model (Po-RCMTINAR(1)) as the innovation sequence has a Poisson distribution. 
The moment and auto-covariance function of the model are studied, and the unknown parameters 
are estimated using the Yule-Walker method. Finally, a set of actual data sets are used to compare 
with the MTINAR(1) model. According to the MSE criterion, the first-order Poisson random coeffi-
cient mixed thinning integer-valued autoregressive model (Po-RCMTINAR (1)) is more suitable for 
analyzing this data set. 
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1. 引言 

在现实生活中，整数值时间序列数据非常常见，它是由某种现象的某一统计指标在不同时间上的状

态所形成的整数计数数据。这种类型的数据广泛应用于通讯保障、医疗卫生、法律、保险精算等众多领

域，例如某地区某医院某种疾病每月住院的病人数，某地区某月的事故发生数等[1]。因此，对整值时间

序列的研究受到越来越多学者的关注。大部分这一类数据通常显示出短期的相依关系且是取非负整数值

的，使用一般的时间序列模型来拟合这些数据会引起异常预测。所以相较于传统的取连续实值得时间序

列数据，研究整值数据更加困难。 
1979 年，Steutal 和 Van Harn 提出了稀疏算子[2]，1987 年，Al-Osh 和 Alzaid 基于二项稀疏算子提出

了一阶整数值自回归模型[3]，该模型是通过计算伯努利分布随机变量的序列而生成的。在一阶整数值自

回归模型中，算子的取值总是小于前一时刻的取值，所以在实际发生的数据中，这就成为了二项稀疏算

子的一个局限。因此，有人提出用几何随机变量来表示这些事件。于是，Aly 和 Bouzar 和 Ristic 在 2009
年引入了负二项稀疏算子[4]，之后 Ristic 提出了算子服从负二项分布的一阶整数值自回归模型[5]。上述

整数值时间序列模型的一个共同特点是它们都是单一算子模型。因此不能很好的拟合显示生活中的整数

值时间序列数据。一些随机事件可能会以一定的概率在一个观察周期内滞留或者消失，或者以一定的概

率它们又会变得非常活跃，并在一段时间后引发更多随机事件。为解决此类问题，Nastic 和 Ristic 提出了

二项稀疏算子与负二项稀疏算子以一定概率混合的整数值自回归模型[6]，此模型的稀疏参数是固定的。

虽然这种假定给研究带来了很大的方便，但它显然是不合理的。因为数据的变化是受多方面环境因素的

影响，而环境是随时间变化的，所以模型的稀疏参数不应该是固定不变的，而应该是随机的，所以在 2007
年，Zheng H，Basawa IV，Datta S 等人提出将一阶整数值自回归模型的系数随机化[7]。2008 年，Zheng H
建立了一阶观测驱动的整数值自回归模型[8]。2017 年，Han Li，Kai Yan 和 Shishun Zhao 等人提出一阶

整数值自回归模型系数的随机化[9]，2018 年，Meiju Yu，Dehui Wang 等人提出基于负二项算子的观测驱

动随机系数 INAR(1)模型[10]。 
本文在上述模型的基础上，对比优劣，建立了一阶泊松随机系数混合算子整数值自回归模型

(Po-RCMTINAR(1))，并且研究了模型的统计性质，对模型参数运用 Yule-Walker 方法进行估计，最后通

过一组实际数据集来探讨模型的应用。 

2. 混合算子 

{ }i i N
W

∈
是一个独立同分布的随机变量序列，它的分布为[11]： 

[ ],  
,  0,1

,  1
i

i
i

B p
W p

G p


= ∈ −

以概率

以概率
                               (1) 
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其中 iB 和 iG 分别表示服从 Bernoulli ( )α 分布的随机变量和服从 geometric
1
α
α

 
 + 

分布的随机变量， iG 的

概率质量函数为 ( )
( )

[ ]1 ,  0,1, , 0,1
1

x

i xP G x xα α
α += = = ∈

+
 ，假设 iB 和 iG 是独立随机变量。从(1)式中我们 

可以得出 iW 是 Bernoulli 和 geometric 分布的混合，当 0p = 时，它服从 geometric 分布；当 1p = 时，它服

从 Bernoulli 分布。 
由形式(1)我们可以写出 iW 的概率母函数： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

221 111
1 1 1

iW
W

p sps E s p s
s s

α
ϕ α α

α α α
− −+

≡ = − + + =
+ − + −

 

现在我们给出混合算子定义[11]： 
定义 2.1 运算符 pα ⋅ 被定义为 

1

X

p i
i

X Wα
=

⋅ = ∑  

其中 [ ]0,1α ∈ ， X 是非负整数值随机变量且与{ }i i N
W

∈
独立。 

3. 一阶泊松随机系数混合算子整数值自回归时间序列模型 

一阶泊松随机系数混合算子整值自回归模型(Po-RCMTINAR(1))被定义为： 

1 ,  2t t p t tX X tα ε−= ⋅ + ≥                                 (2) 

这里 1t p tXα −⋅ 是由定义 2.1 给出的混合算子； { }tα 是[0,1)上独立同分布的随机序列具有概率分布

{ }Pα ；{ }tε 是服从参数为 λ 的泊松分布随机变量序列； 1X 、{ }tα 和{ }tε 是相互独立的；对于 0s > ，{ }tε
与 t p t sXα −⋅ 是相互独立的。令 ( )tE α α= ， ( ) 2Var t αα σ= ，并假设这些随机变量都是有限的。 

下面研究模型中参数的统计性质。 

模型的统计性质 

1) ( )1 1t t tE X X Xα λ− −= +  

2) ( )
1tE X λ

α
=

+
，如果 ( )1 1

E X λ
α

=
+

 

3) ( ) ( )1 1Var , 1 2t t t t t t tX X p Xα α α α λ− −= − + +  

4) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2
1 1 1 1Var 2t t t t tX X X p X Xα αα σ α σ α λ− − − −= − + + + +  

5) ( ) ( )2 2
Var

1t
bX
ασ α

=
− +

，其中
( )( )2 2 2 21 2

1 1 1

p
b α α

σ α λ σ λαλ λ
α α α

− +
= − + +

− − −
，如果 

( ) ( )2 2
Var

1t
bX
ασ α

=
− +

 

6) ( ) ( )1

1

k
k

t K t tE X X X
λ α

α
α+

−
= +

−
 

7) ( ) ( ),Cov Var ,  0k
t k t tX X X kα+ = ≥ 。如果 ( ) ( )1 2 2

Var
1

bX
ασ α

=
− +

， ( ) kkρ α=  

证明： 
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1) ( )1 1 1t t t p t t tE X X E X Xα ε− − − = ⋅ +   

( )
[ ]

1 1 1

1

1

,t p t t t t

t t

t

E E X X X

E X
X

α α λ

α λ

α λ

− − −

−

−

 = ⋅ + 
= +

= +

 

2) ( ) 1t t p t tE X E Xα ε− = ⋅ +   

( )
( )

( )

1 1

1 1 1

1

1

,

t p t t

t p t t t t

t t

t

E E X X

E E X X X

E X
X

α λ

α α λ

α λ

α λ

− −

− − −

−

−

 = ⋅ + 
 = ⋅ + 

= +

= +

 

3) ( ) ( ) ( ) 22
1 1 1Var , , ,t t t t t t t t tX X E X X E X Xα α α− − − = +    

其中， 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

22 2
1 1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1

2 2 2
1 1 1

, , 2 , ,

Var , , 2

1 2 2

t t t t p t t t t p t t t t t t

t p t t t t p t t t t t

t t t t t t t t

E X X E X X E X X E X

X X E X X X

p X X X

α α α ε α α ε α

α α α α λα λ λ

α α α α λα λ λ

− − − − − −

− − − − −

− − −

 = ⋅ + ⋅ ⋅ +  

= ⋅ + ⋅ + + +

= − + + + + +

 

所以， 

( ) ( )1 1Var , 1 2t t t t t t tX X p Xα α α α λ− −= − + +  

1) ( ) ( ) ( ) 22
1 1 1Var t t t t t tX X E X X E X X− − − = +    

其中 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

2 2
1 1 1

2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

,

1 2 2

2 2

t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t t t

E X X E E X X X

E p X X X X

X p X X X Xα α α

α

α α α α λα λ λ

α σ α σ α σ α λα λ λ

− − −

− − − −

− − − − −

 =   
 = − + + + + + 

= − + + + + + + + +

 

所以 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

Var

2 2

2

t t

t t t t t

t t t t

X X

X p X X X X

X p X X X

α α α

α α α

α σ α σ α σ α λα λ λ

α σ α σ α σ λ

−

− − − − −

− − − −

= − + + + + + + + +

= − + + + + +

 

2) ( ) ( ) ( )1 1Var Var Vart t t t tX E X X E X X− −   = +     

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

2 2 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 2
2 2

1 2

2 2 2 2
2

12 2

2 2
1 2 2

Var 1 2

1 2
Var

1 1 1

Var

1
Var

1

t t t t

t

t

t

X E X p E X E X

p
X

X b b

b
X

α α

α α
α

α α

α

α
α

α α σ α σ λ

σ α λ σ λαλσ α λ
α α α

σ α σ α

σ α
σ α

σ α

− − − −

−

−

−

= + − − + + +

− +
= + + − + +

− − −

= + + + +

 − +  = + +
− +
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当 t →∞时， ( ) ( )2 2
Var

1t
bX
ασ α

=
− +

， 

其中
( )( )

( )

2 2 2 2

2

1 2

1 1 1

p
b α α

σ α λ σ λαλ λ
α α α

− +
= − + +

− − −
。 

3) ( ) ( )( )1 |t k t t k t k tE X X E E X X X+ + + −=  

( )
( )
( )

( )

1

1

2
1

|

1

1

t k t

t k t

t k t

k
k

t

E X X

E X X

E X X

X

α λ

α λ

α αλ λ

λ α
α

α

+ −

+ −

+ −

= +

= +

= + +

−
= +

−

 

4) ( ) ( ) ( ) ( )Cov ,t k t t k t t t kX X E X X E X E X+ + += −  

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

22

1 1

1 1

Var

t k t t t t k

k k
k k

t t t t

k k
t t

k
t

E E X X X E X E X

E X X E X E X

E X E X

X

λ α λ α
α α

α α

α α

α

+ += −

    − −
    = + − +
  − −     

 = −  

=

 

如果 0i = ， 1t k p t k i p t k i t kα α ε ε+ ++ − + + − +⋅ ⋅ = ， 

因此， 

( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

1

1 1 1
0

1 1

22

Cov , Cov ,

Var

k

t k t t k p t p t t k p t k i p t k i t
i

t t k p t p t t t k p t p t

k k
t t

k
t

X X X X

E X X E X E X

E X E X

X

α α α α ε

α α α α

α α

α

−

+ + + + + − + + − +
=

+ + + +

 = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 
 

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

= −

=

∑ 

   

根据以上统计性质，对模型中参数进行矩估计。 

4. 参数估计 

Yule-Walker 估计 

对于模型(3.1)中的未知参数 ( )2, , ,p αα λ σ 我们使用 Yule-Walker 去估计。由(3.1)中的模型性质可以得

到 ( )1Corr ,t tX X α− = 和 ( ) ( )1t tE X E Xα λ−= + ，可以直接得出α 和 λ 的估计： 

( )( )
( )

12
2

1

ˆ
n

t n t nt

n
t nt

X X X X

X X
α −=

=

− −
=

−

∑
∑

, 

1
ˆ ˆn nX Xλ α −= − . 

其中， 1

1 n
n ntX X

n =
= ∑ ， 1 12

1
1

n
n ttX X

n− −=
=

− ∑ 。另外，为了估计，我们需要进行一些计算得到下面的辅助

公式： 
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( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 11 2t p t t tE X E X p E Xα αα σ α α σ α− − −

 ⋅ = + + + − +  , 

( )( ) ( )2
1 1 1t t p t tE X X E Xα α− − −⋅ = , 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 3 2 2 2
1 1 1 11 2t t p t t tE X X E X p E Xα αα σ α α σ α− − − −

 ⋅ = + + + − +  , 

( )( ) ( )2 3
1 1 1t t p t tE X X E Xα α− − −⋅ = , 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )22 2 2 4 2 2 3
1 1 1 11 2t t p t t tE X X E X p E Xα αα σ α α σ α− − − −

 ⋅ = + + + − +  . 

通过上面这些辅助公式可得： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2 2 2
1 1 1Cov , Cov , 1 2 2 Vart t t t tX X X X p Xα ασ α α σ α αλ− − −

 = + + + − + +           ① 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1Cov , Var 1 2 2 Cov ,t t t t tX X X p X Xα ασ α α σ α αλ− − − −

 = + + + − + +           ② 

令上述①式乘以 ( )2
1 1Cov ,t tX X− − 减去②式乘以 ( )1Var tX − ，解出： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 1 1 1 12 2

22 2
1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆCov , Var Cov , Cov ,
ˆˆ

ˆ ˆ ˆVar Var Cov ,

t t t t t t t

t t t t

X X X X X X X

X X X X
ασ α− − − − −

− − − −

−
= −

 −  

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1

2 2
1

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆCov , 2 Var Cov ,
ˆ

ˆ ˆˆ2 Var
t t t t t

t

X X X X X
p

X
α α

α

σ α α αλ σ α

σ α
− − − −

−

+ + + + + −
=

+
. 

其中， 

( )2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 2 2

1 1 1ˆCov ,
1 1 1

n n n

t t t t t t
t t t

X X X X X X
n n n− − −

= = =

  = −   − − −  
∑ ∑ ∑ , 

( ) ( )2
1 1 1

2

1ˆVar
2

n

t t n
t

X X X
n− − −

=

= −
− ∑ , 

( )2 2 2
1 1 1

2 2 2

1 1 1ˆCov ,
1 1 1

n n n

t t t t t t
t t t

X X X X X X
n n n− − −

= = =

  = −   − − −  
∑ ∑ ∑ , 

( )2 3 2
1 1 1 1 1

2 2 2

1 1 1ˆCov ,
1 1 1

n n n

t t t t t
t t t

X X X X X
n n n− − − − −

= = =

  = −   − − −  
∑ ∑ ∑ , 

( ) ( )22 2
1 1 2

2

1ˆVar
2

n

t t n
t

X X X
n− − −

=

= −
− ∑ , 

2
1

2
2 1

n

t
t

n

X
X

n

−
=

− =
−

∑
. 

5. 案例分析 

在这一部分，基于一组实际数据集来分析提出的一阶泊松随机系数混合算子整数值自回归模型

(Po-RCMTINAR(1))的实用性。该数据来自预测原理网站(http://www.forecastingprinciples.com)。并且我们

用 MSE 准则评价模型，其 MSE 定义为[12]： 
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( )
2

1

1 ˆ
m

n m i n m i
i

MSE X X
m − + − +

=

= −∑ , 

这里， ( )1
ˆ

t k tX E X −=  并且取 30m = ， ( )1 2 , ,t tX X Xσ=  。 

此组数据来自犯罪数据 PghTracts 中 CMIS 的第 97 组数据，是从 1990 年 1 月到 2001 年 12 月，共有

144 个观测数据。图 1 给出了该数据的路径图，图 2 是其自相关图和偏自相关图。根据偏自相关函数在

滞后 2 阶开始平稳，说明这组数据适用于一阶模型对其进行分析。我们使用 Po-RCMTINAR(1)模型与一

阶泊松混合算子模型(Po-MTINAR(1))进行分析此数据，得到相应参数估计值和 MSE 准则值如表 1。 
在图 3 中，给出了两种模型残差的自相关图和偏自相关图。在这里，我们用到标准化皮尔逊残差的

公式[13]： 

( )
( )

1

1

,  2, ,
Var
t t t

t

t t

X E X X
e t n

X X
−

−

−
= =   

如图 3 所示，残差序列是平稳序列。此外，Po-RCMTINAR(1)模型和 Po-MTINAR(1)模型的期望和方

差分别为(−0.0103, 1.3513)和(−0.0032, 0.2587)，说明模型 Po-RCMTINAR(1)更接近正态分布。由表 1 的结

果知 Po-RCMTINAR(1)模型的 MSE 准则值比 Po-MTINAR(1)模型小，所以一阶泊松随机系数混合算子整

值自回归模型(Po-RCMTINAR(1))更适合被用于分析此数据。 
 

Table 1. Value of parameters’ estimation and MSE 
表 1. 参数估计值及 MSE 值 

模型 Yule-Walker 估计 MSE 

Po-RNMTINAR(1) ˆ 0.2703α =  7.1507 

 2ˆ 0.0298ασ =   

 ˆ 4.4110λ =   

 ˆ 0.3743p =   

Po-MTINAR(1) ˆ 0.2703α =  7.1529 

 ˆ 6.0348λ =   

 ˆ 5.2578p =   

 

 
Figure 1. Plot of counts 
图 1. 样本图 
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Figure 2. ACF and PACF plots of counts 
图 2. 数据 ACF 图和 PACF 图 

 

 
Figure 3. (a), (c) Standardized residuals; (b), (d) Histograms of standardized residuals; (e), (g) ACF plots of residuals; (f), 
(h) PACF plots of residuals 
图 3. (a)、(c)为标准化残差图；(b)、(d)为标准化残差直方图；(e)、(g)为残差的自相关图；(f)、(h)为残差的偏自相关

图 

6. 结论 

在本文中，我们对以往的整数值自回归模型进行优化：提出了一阶泊松随机系数混合算子整数值自

回归模型，其自回归系数是随时间变化的。并且推导和证明了该模型的统计性质，利用 Yule-Walker 方

法对模型的参数进行了估计。最后，我们将一阶泊松随机系数混合算子整值自回归模型与一阶泊松混合

算子整值自回归模型用于分析真实数据进行比较。结果表明，一阶随机系数混合算子整值自回归模型

(Po-RCMTINAR(1))更适合分析此组真实数据。 
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