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摘  要 

研究保险公司具有模糊厌恶情形下的最优投资问题。在近似扩散风险模型中，金融市场同时存在无风险

投资和风险投资。考虑到金融市场具有复杂性的特点以及保险公司对自己的业务熟悉，假设金融市场模

型存在模糊性而保险公司模型不存在模糊性，其中保险公司的保费收入通过指数保费原则计算。在最大

化保险公司终端财富的期望效用值的目标下，根据动态规划原理方法给出了对应最优控制问题的

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程以及目标值函数，求出了值函数的解析解以及相应的最优投资策略

的表达式。最后给出了数值算例阐述不同参数对最优投资策略值的影响。 
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Abstract 
The problem of optimal investment in the case of insurance companies with ambiguity aversion is 
studied. In the approximate diffusion risk model, there are risk-free investments and risky in-
vestments in the financial market. Considering the complexity of the financial market and the fa-
miliarity of the insurance company with its own business, it is assumed that there is ambiguity in 
the financial market model and no ambiguity in the insurance company model, where the pre-
mium income of the insurance company is calculated by the exponential premium principle. Un-
der the objective of maximizing the expected utility value of the insurance company’s terminal 
wealth, the Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation and the objective value function correspond-
ing to the optimal control problem are given according to the dynamic programming principle ap-
proach, and the analytical solutions of the value function and the expressions of the corresponding 
optimal investment strategies are derived. Finally, numerical examples are given to illustrate the 
effect of different parameters on the value of the optimal investment strategy. 
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1. 引言 

近年来，最优控制问题在保险精算领域中越来越受到重视。在经典 Cramér-Lundberg 风险模型下，保

险公司的保费收入大多使用常数或期望值保费原则来计算，然而实际中保费收入不一定呈线性关系，所

以指数保费计算准则在数学和实践方面占有越来越重要的地位。Chen [1]在指数保费原则下，分别计算出

有界分红和无界分红两种情况下的最优分红和再保险问题的解析解。在此基础上，Chen [2]将此问题推广

到风险厌恶系数不同的两类再保险人的情况中。Yao [3]也在 Chen [1]的基础上计算出加入注资后的最优

策略问题的解。投资则是保险公司为增加其财富的常见手段之一，不同情形下的最优投资问题被广泛研

究。例如，Brachetta [4]在随机环境中，给出了扩散近似模型下的最优投资与再保险策略。Zhou [5]在扩

散近似模型下研究服从非齐次复合泊松过程的最优投资和保费控制问题。在实际情况中，由于金融市场

的风险性和复杂性的特点，保险公司对金融市场的认识可能存在模糊。Chen [6]在跳–扩散模型中，研究

了再保险人是风险厌恶时保险公司的最优投资和再保险策略问题。Sun [7]在模型中考虑了模糊性，给出

稳健最优投资和再保险策略，其中保险人和再保险人的保费均由方差保费准则计算。Chen [8]在经典风险

模型中加入扩散扰动并采用指数保费原则，计算出再保险公司具有风险厌恶时的最优投资和比例再保险

问题的解。Li [9]以最小化破产概率为目标研究了带有模糊性的最优再保险问题。Zou [10]讨论了模糊厌

恶下最优分红问题。由于保险公司对金融市场信息的了解可能存在不完整或缺失，从而导致概率的不确

定性，由此就产生了模糊性，而规避模糊性的行为即为模糊性厌恶。考虑在模型中加入对金融市场的模

糊厌恶更加贴合实际。Liu [11]将保险公司保费收入和风险投资资产视为动态变化的过程，研究了带有模

糊厌恶的最优投资和最优保费控制问题。在 Liu [11]的启发下，本文中保险公司的保费收入由指数保费原
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则计算，投资策略被视为一个动态变化过程且金融市场存在模糊性。运用动态规划原理给出最优控制问

题的 HJB 方程，并求得 HJB 方程的解以及相应的最优投资策略的表达式。 

2. 模型建立 

2.1. 保险市场的盈余模型 

定义在完备的概率空间 ( ), ,tΩ  中，Cramér-Lundberg 风险模型下保险公司的盈余过程可以表示为 

( )
1

tN

i
i

R t x pt Y
=

= + − ∑ , 

其中 0x > 表示保险公司的初始盈余， 0p > 表示单位时间内的保费收入， iY 表示保险公司第 i 次的索赔额

大小，假设{ } 0i i
Y

≥
是独立同分布的随机变量序列，其一阶矩和二阶矩分别是 1iY µ= < ∞ ， 2 2

iY σ= < ∞ ，

其中表示求随机变量的期望。 ( ) ( )rY
YM r e=  为Y的矩量母函数，通常假设Cramér-Lundberg条件成立，

即存在 0 r∞< ≤ ∞ 使得 ( )YM r < ∞ 且 ( )lim Yr r
M r

∞→
= +∞ 。 tN 是服从强度为 λ  ( 0λ > )的 Poisson 过程，表示

到 t 时刻之前的索赔次数。假设{ }tN 与{ } 0i i
Y

 ≥
是两个相互独立的随机过程。 

假设保险公司采取指数保费准则，即风险Y 对应的保费为 

( ) ( )1П ln aY
a Y e

a
=  , 

其中 0a > 表示风险厌恶系数。进一步假设保险公司存在固定的交易费用 0c > ，并将盈余过程用漂移系数

和扩散系数相等的扩散过程近似逼近，则保险公司的盈余过程表示为 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1d 1 d d ,  0 .YR t M a c t B t R x
a
λ λµ λσ = − − − + =  

                  (1) 

其中 ( )1B t 为标准布朗运动。 

2.2. 金融市场的资产模型 

假设金融市场存在无风险资产和风险资产，其中无风险资产投资的利率为 0r > ，其价格过程表示为 

( ) ( )0 0d d .P t rP t t=  

风险资产市场的价格过程表示为 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2d d d ,P t P t t P t B tα β= +  

其中 0α > 和 0β > 为常值， ( )2B t 是一个标准布朗运动。假设满足条件 0rα − > 以避免平凡情况。令 ρ 表

示保险市场和金融市场的相关性，即 ( ) ( )( )1 2,Cov B t B t tρ= ，其中Cov 表示求协方差。为方便计算，令

( ) ( ) ( )2 1 1 2 3B t a B t a B t= + ，其中 ( )1B t 和 ( )3B t 是相互独立的标准布朗运动。由以上关系可确定系数 1a ρ= ，
2

2 1a ρ−= 。故 

( ) ( ) ( )2
2 1 31d d dB t B t B tρρ −= + . 

保险公司可以控制其投资在风险市场上的资产，令 tπ 表示在时刻 t 时保险公司投资在风险资产上的

资金。结合(1)式，将投资策略加入到盈余过程后变为 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2

1

1 31

d 1 d

               d d ,    0 .

Y t

t t

R t rR t M a c r t
a

B t B t R x

π π

πρ

λ λµ π α

λσ βρπ β π−

 = + − − − + −  

+ + + =
                 (2) 

https://doi.org/10.12677/aam.2021.106213


李娜，王伟 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.106213 2034 应用数学进展 
 

保险公司的目标是最大化终端财富的期望效用，即目标函数表示为 

( ) ( )( ) ( )
П

sup ,PV x U R T R t xπ π π

π∈

 = =                             (3) 

其中 [ ]·P 表示在概率测度 P 下求期望， ( )·U 表示效用函数，π 为可行策略，П表示所有可行策略的集

合。 

2.3. 金融市场的模糊性假设 

为求解(3)式，保险公司需要一个很强的假设，即要准确地知道概率测度 P。但由于保险公司不能保

证概率测度 P 的准确性，所以考虑用其他的概率测度来表示，即替代模型。本文仅考虑金融市场存在模

糊性，并假设保险公司的盈余过程(1)是准确的。记表示所有满足条件的替代模型集合。参考 Klebaner 
[12]，由布朗运动的 Girsamov 定理，可知在 0 t T≤ ≤ 以及Q Q∈ 时，概率测度 P 下的标准布朗运动 ( )3B t
的 Radon-Nikodym 导数满足 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )2
3 30 0

1
2

dQ 0, exp d d ,
d

t t
B T m s B s m s s

P
 = − 
 ∫ ∫  

其中等号右边为域流 t 生成的 P-鞅， ( )m t 是一个适应过程且满足 Novikov 条件，即 

( )( )2

0

1exp d .
2

TP m s s   < ∞    
∫  

由 Girsamov 定理可知在概率测度 P 下的标准布朗运动 ( )3B t 满足 

( ) ( ) ( )Q
3 3d d d ,B t m t t B t= +                                 (4) 

其中 ( )Q
3B t 为概率测度 Q 下的标准布朗运动，以上变换消除了布朗运动的漂移项，更加便于后续计算。 

本文用相对熵来描述替代模型和参考模型之间的差异，根据 Liu [11]，得到 P 和 Q 之间的相对熵大

小表示为 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )

2Q Q
30 0

2Q Q
30 0

2

0

dQ 1Q || P  ln d d
d 2

1                d d
2

1                = d ,
2

T T

T T

T

H m s B s m s s
P

m s B s m s s

m s s

   = = −     
 = + 
 

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

  

上式中最后一个等号成立是因为 ( )Q
3B t 为标准的布朗运动，所以均值为零。记 ( ) ( )( )21

2
Z t m t= ，则 ( )Z t 可

以表示成相对熵 ( )Q || PH 的值。 

假设保险公司采用替代模型而拒绝参考模型时会产生惩罚，记ξ 表示对参考模型 P 的信任程度，ξ 越

大表示保险公司更相信参考模型，此时使用替代模型将会受到更大的惩罚。本文考虑 0 ξ< < ∞ 的情形，

即保险公司对参考模型既不是一无所知(当 0ξ → 时)也不是非常有信心(当ξ → ∞ 时)。令 ( )·φ 表示一个量

级转换函数，其将惩罚的量级转换成和值函数 ( ),V t x 为同一量级，从而衡量惩罚的大小。 
在最大化终端财富的期望效用的目标下，在最优可行策略 *

tπ 下的值函数可以表示为 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )Q
,

П
, sup inf , d ,

T
t x tm

V t x V s R s Z s s U R T R t xπ π π

π
ξφ

∈∈

 = + =  ∫


             (5) 

其中 inf 表示保险公司寻求模糊程度最小的稳健策略。sup 表示在稳健的概率测度下最大化终端财富的期
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望效用值。 

3. 求解值函数及最优策略 

指数效用函数为 

( ) ( )1 exp ,U x xγ
γ

= − −                                  (6) 

其中 0γ > 。将(4)式代入(2)式中，整理得到在概率测度 Q 下的财富过程 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1

1 3

1

1

d 1 d

           d d ,         0 .

Y t t

Q
t t

R t rR t M a c r m t
a

B t B t R x

π π

π

ρ

ρ

λ λµ π α βπ

λσ βρπ β π

−

−

 = + − − − + − +  

+ + + =
             (7) 

定义无穷小微分算子 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

2
1

2 2 2

1, ,  1 ,

1 2 , .
2

t Y t t x

t t xx

f t x f t x rx M a c r m f t x
a

f t x

π ρ
λ λµ π α βπ

β π λσ λσρβπ

− = + + − − − + − +  

 + + + 


 

其中 , ,t x xxf f f 分别表示函数 ( ),f t x 对 t 求一阶偏导，对 x 求一阶和二阶偏导。 
定义 1 对于任意策略π ，若满足： 
1) { },0t t Tπ π= ≤ ≤ 可料且 Q 2

0
d

T
s sπ  < ∞  ∫ ，T < ∞ ，Q∈； 

2) 随机微分方程(7)有唯一强解。 
则称其为可行策略，并用Π 表示所有可行策略的集合。 

参考 Fleming [13]的 1.1.4 和 1.1.5 节，利用动态规划原理可以得到以下 HJB 方程 

( ) ( )( )2

П

1sup inf , + , 0.
2m

V t x m V t xπ

π
ξ φ

∈∈

  = 
 
                          (8) 

边界条件为 ( ) ( ),V t x U x= 。 
定理 1 (5)式中的值函数 ( ),V t x 关于 x 是一个单调递增的、二次连续可微的凹函数。 
证明 参见 Zhou [5]定理 3.1 的证明过程。 
注 1 不失一般性，本文为使值函数和最优策略的表达式得到更简明的呈现，故将效用函数用(6)的形

式表示。若使用二次效用函数(quadratic utility function)或对数指数函数(logarithmic utility function)则会产

生更难的计算问题。 
注 2 对一般的风险资产 w ，若有 ( )( ) ( )( )V w V w≥  ，则称该投资者为风险厌恶型的。即定理一中

的值函数是风险厌恶型的。 

记符号 ( )( ) 11YM M a c
a
λ λµ= − − + + ，

211N ρ
ξ

−
= + ，

( )L
α γ

β
−

= ，
LM

N
λσρψ = + ， 

( ) ( )expK t r T t= −   。 

定理 2 对于最优控制问题(3)，令 ( )( ) ( ), = ,V t x V t xφ − 且保险公司采用指数效用函数(6)。那么最优投

资策略为 

( )
*  ,  .t

L t T
N K t N

λσρπ
β γ β

= − <  
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以及对应的值函数表达式为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }{ }1, exp exp ,  .V t x r T t x e t h t t Tγ
γ

= − − − − + <        

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
2 2

2 21
2 4

1 1 1 1 ,L
N r

h t T t rt T K t rT T K t
Nγ
ρψ λσ γ

 
 = − − + − − + − − − −   

 
 

( ) ( ).Le t M T t
N
λσρ 

= + −  
 

 

证明 为求得 HJB 方程(8)的显式解，首先假设 ( ), 0V t x < ，并取罚金函数 ( )( ) ( ), , 0V t x V t xφ = − > ，

将无穷小微分算子和罚金函数代入(8)式得 

( ){ ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1

2 2 2 2

1sup inf , 1 ,

1 1             2 , , 0.
2 2

t Y t t xmП

t t xx

V t x rx M a c r m V t x
a

V t x m V t x

π
ρ

λ λµ π α βπ

β π λσ λσρβπ ξ

∈∈
− + + − − − + − + 

 
+ + + − =



          (9) 

假设 *m 使(9)式等号左侧取得最小值，对(9)中 m 求一阶导数并令其等于 0，得到 

( ) ( )
2

* 1= , .
,

t
xm V t x

V t x
ρ βπ

ξ
−                                 (10) 

再将(10)代回到(9)式中，则有 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )( )

1

2 2 2
22 2 2

sup , 1 ,  

11 2 , , 0.
2 2 ( , )

t Y t x
П

t
t t xx x

V t x rx M a c r V t x
a

V t x V t x
V t x

π

λ λµ π α

ρ β π
β π λσ λσρβπ

ξ

∈

  + + − − − + −   
− + + + + =


              (11) 

根据边界条件 ( ) ( ),V T x U x= ，猜测值函数表达式的具体形式为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }{ }1, exp exp .V t x r T t x e t h tγ
γ

= − − − − +                            (12) 

其中 ( )·e 和 ( )·h 均是关于 t 的函数。由 ( ) ( ),V T x U x= ，令 ( ) ( ) 0e T h T= = 。可以计算出 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }, , exp ,tV t x V t x r T t r x e t e t h tγ   ′= − − − − + +                      (13) 

( ) ( ) ( ), , exp ,xV t x V t x r T tγ= − −                                (14) 

( ) ( ) ( )2, , exp 2 .xxV t x V t x r T tγ= −                               (15) 

将(13)~(15)式代入(11)中，再同时除以 ( ), 0V t x < ，整理可得 

( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

2
2 2 2 2

1

1 1inf 1 2 exp 2  
2

1 exp 0.

t tП

Y t

h t r T t

e t re t M a c r r T t
a

π

ργ β π λσ λσρβπ γ
ξ

λ λµ π α γ

∈

   − ′− + + + + −      
   

 ′+ − − − + + − − − =      

            (16) 
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根据极小值的一阶条件，对(16)中的 tπ 求一阶导数，并令其等于 0，有 

( )
*

2 2
2

.
1 11 exp 1

t
r

r T t

α λσρπ
ρ ρβ γ β

ξ ξ

−
= −

   − −
+ − +     

   

                    (17) 

再将(17)代回到(16)中，得到 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

( )( )
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当以下两个等式成立时，有(18)式成立， 
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将 ( ) ( ) 0e T h T= = 代入(19)式，得到 
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证毕。 

4. 数值算例 

本节给出两种情况下的数值算例，分比讨论参数ξ 和 ρ 对最优投资策略 *
tπ 的影响，设置参数 0.04r = ，

0.08α = ， 0.2β = ， 1 0.1µ = ， 0.04λ = ， 0.15σ = ， 1.5γ = ， 100T = 。 

4.1. 信任程度对最优投资策略的影响 

本节阐述了保险公司对参考模型的信任程度对最优策略的影响。如图 1 所示，当保险市场和金融市
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场呈负相关(即 0ρ < )时，固定 0.7ρ = − 并取ξ 依次为 0.2，1，10，1000，保险公司对参考模型的信任程度

ξ 越大对应的最优投资策略值则越大，并且影响程度随时间增加而增大。当保险和金融市场相互独立(即
0ρ = )时，开始时都采用相同的投资策略，随后ξ 越大对应的投资策略值越大。当保险市场和金融市场

正相关(即 0ρ > )时，固定 0.3ρ = 并取ξ 依次为 0.2，1，10，1000，开始时信任程度小对应更大的投资策

略值，但在一段时间之后变为信任程度大对应更大的投资策略值，且影响程度随时间的推移而增大。此

外通过观察 0.3ρ = 和 0.5ρ = 的图像可以看出，当盈余较小时， ρ 越大对投资策略的影响更加明显。 
 

 
Figure 1. Curve: the impact of parameters ξ on investment strategies when ρ = −0.7, 0, 0.3, 0.5  
图 1. ρ = −0.7, 0, 0.3, 0.5 时，信任程度 ξ对投资策略 *

tπ 的影响 

4.2. 相关系数对最优投资策略的影响 

本节描述了保险市场和金融市场的相关系数对最优投资策略的影响。如图 2 所示，取 1000ξ = ，ρ 分

别取−0.7，0，0.3，0.5。无论 ρ 取何值，对最优投资的影响趋势是相同的，即不同 ρ 值对应的投资策略

的值都随时间增加而增大，开始时 ρ 对投资策略的影响非常小，但在一段时间之后影响程度陡然增加。

且当ξ 不变时， ρ 的值越大对应更小的投资策略值，但是随着时间的增加，最终的最优投资策略趋于一

致。 
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Figure 2. Curve: the impact of parameters ρ on investment strategies when ξ = 1000 
图 2. ξ = 1000 时，相关系数 ρ对投资策略 *

tπ 的影响 

5. 结论 

本文研究了扩散近似模型下带有模糊厌恶的最优投资策略问题，并考虑到金融市场可能存在模糊性。

保险公司的保费采用的指数保费原则计算，因此会产生一个非线性随机控制问题。投资则是保险公司为

了增加其财富采取的方式，故目标函数旨在最大化保险公司终端财富的期望效用值。本文使用指数效用

函数并给定惩罚函数的具体形式，从而求出最优控制问题和最优投资策略的表达式。最后给出数值算例

阐述了最优投资策略会受到金融市场和保险市场的相关程度以及保险公司对参考模型的信任程度大小的

影响。 
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