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摘  要 

本文采用求解的平面动力系统方法研究Newell-Whiehead方程 xx tu u uu 3 0− + − = 的精确解孤立波解和

振荡解的解析近似解。文中对该方程有界行波解对应的平面动力系统做了详细的定性分析，并结合平面

动力系统的理论知识作出了全局相图，依据全局相图，得到了该方程有界行波解的个数和大致性态方面

的结论；并运用适当的方法求出了该方程在波速为 c 3 2
2

= 时的两个精确扭状孤立波解，进一步求出了

在波速较小时( c0 2< < )该方程振荡解的解析近似解。 
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Abstract 
In this paper, the exact solitary wave solution and the analytical approximate solution of the Ne-
well-Whiehead equation xx tu u uu 3 0− + − =  are studied by the plane dynamic system method for 
solving. In this paper, a detailed qualitative analysis of the plane dynamic system corresponding to 
the bounded traveling wave solution of the equation is made, and combined with the plane. The 
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theoretical knowledge of the dynamic system has made a global phase diagram. According to the 
global phase diagram, the conclusions on the number of bounded traveling wave solutions and the 
approximate behavior of the equation are obtained. Using appropriate methods, the two exact 

twisted solitary wave solutions of the equation at wave speed c 3 2
2

=  are obtained, and the 

analytical approximate solution of the oscillatory solution of the equation when the wave speed 
( c0 2< < ) is small, is further obtained. 
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1. 引言 

1937 年，Kolmogorov，Petrovsky，Piskunov 在文献[1]中提出一个反应扩散模型 

( ) ( )
( ) ( ) 1

,  -nonlinear,  0 0, (1.1a)
,0 ,  , (1.1b)

t xxu u f u f f
u x x x Rφ
 − = =
 = ∈

 

用于描述生物种群中的繁殖问题和基因遗传，该模型(1.1)是一个经典的一维反应扩散模型，该模型

(1.1a)不仅适用于生物学，在统计学和金融学中也有相应的应用[2]。在物理学中，该模型(1.1a)可用于描

述非均匀介质中的传播现象[3]。在生物学中，该模型(1.1a)用于描述有利基因的遗传[1]和种群生物的生长

及迁移[4] [5]以及种群的入侵和灭绝[6]。近年来，在流行病学和病毒学中，该模型(1.1a)可以模拟乙型肝

炎病毒(HBV)感染模型[7]等。 
当 ( ) 3f u u u= − 时，(1.1a)被称为 Newell-Whiehead 方程 

3 0,xx tu u u u− + − =                                  (1.2) 

该方程(1.2)被广泛研究且得到了众多结论[8] [9] [10] [11]，对于(1.2)的精确解和近似解在文献[8] [9] [10] 
[11]中已经得出，但是对于其振荡行波解的解析近似解，始终没有被求出，本文的目的就是要求出方程

(1.2)的精确行波解和振荡解的解析近似解. 
当前求解方程(1.1)、(1.2)的主要方法有：摄动方法[12] [13]、Lyapunov 人工小参数法[14]、Adomian

分解法(ADM) [15] [16]、δ 展开法[17]、同伦分析方法(HAM) [18]、V 变量迭代法(VIM) [19]等，上述方

法运用于求解反应扩散方程的近似解方面都具有自身的优势和特点，但无一例外都是采用近似逼近的方

法，没有得出其振荡解的解析近似解的具体表达式，我们将采用求解的平面动力系统的理论和方法[20] 
[21]来研究方程(1.2)的振荡解的解析近似解。 

求解的平面动力系统理论和方法的核心思想是：通过行波变换，将非线性偏微分方程转化为与之等

价的一个平面动力系统，再通过定性分析研究这个平面动力系统的全局相图中的奇点类型和轨线性质，

进而确定系统的解的性态和数量。最后通过合适的方法，得出非线性偏微分方程的精确行波解和解析近

似解。 
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2. 定性分析和全局相图 

2.1. 定性分析与全局相图 

对方程(1.2)做行波变换 ( ) ( ) ( ),u x t u u x ctξ= = −  ( x ctξ = − ， c为波速)，可知 ( )u ξ 满足 

3 0.u cu u u′′ ′+ + − =                                   (2.1) 

(2.1)式中令 ( )x u ξ= ， ( )y u ξ′= ，方程(2.1)等价于平面动力系统 

( )

( ) ( )3

                  dx , ,
d
d

 

,

 

.
d

y P x y

y cy x x Q x y

ξ

ξ

 = =

 = − + − =


                             (2.2) 

依据平面动力系统的理论知识[20] [21]可知，平面动力系统(2.2)有 3 个有限远奇点 ( ),0i iP x ，( )1,2,3i = ，

分别为 ( )1 1,0P − ， ( )2 0,0P ， ( )3 1,0P ，系统(2.2)在 iP 处的 Jacobi 矩阵为 

( ) 2

0 1
,0 ,  1,2,3.

3 1i
i

J x i
x c

 
= = − − 

 

在 3 个奇点处的 Jacobi 矩阵行列式分别为 

( ) ( ) ( )1 2 3det ,0 2 0,  det ,0 1 0,det ,0 2 0,J x J x J x = − < = > = − <          

所以 1P ， 3P 为鞍点。在 2P 处的特征方程为 2 23 1 0c xλ λ+ − + = ，其判别式为 2 4c∆ = − 。由平面动力系统

的理论可知，当 0∆ ≥ ，即 2c ≥ ， 2P 为稳定结点；当 0∆ < ，即 0 2c< < ， 2P 为稳定焦点。 
接下来，通过上述有限远奇点分析结合无限远奇点分析作出平面动力系统(2.2)的平面相图。我们对

系统(2.2)做 Poincaré 变换，易知在 y 轴正负两个方向上有一对无穷远奇点 1 2,A A ，并且 Poincaré 圆周也为

轨线。 1 2,A A 周围各存在一个抛物型区域。做出平面相图如下图 1 和图 2。 
由平面动力系统的理论和方法[20] [21]可得如下定理成立。 
定理 2.1：除了奇点 ( )1,2,3iP i = 和轨线 ( ),i jL P P ( ), 1,2,3i j = 外，系统轨线都是无界的，且这些轨线

上点的 x，y 坐标值也是无界的( ( ),L P Q 是一条连接 P 和 Q 的轨线)。 
定理 2.2：当波速满足 0 2c< < 时，系统(2.2)有两条鞍–焦轨线，分别为图 1 中 ( )1 2,L P P 和 ( )3 2,L P P ，

此时方程(1.2)有两个振荡行波解，当波速满足 2c ≥ 时，系统(2.2)有两条鞍结轨线，分别为图 2 中

( )1 2,L P P 和 ( )3 2,L P P ，此时方程(1.2)有两个单调行波解，一个单调递增，一个单调递减。 
 

 
Figure 1. 0 < c < 2  
图 1. 0 < c < 2 
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Figure 2. c ≥ 2 
图 2. c ≥ 2 

2.2. 振荡行波解的衰减性 

由于方程(1.2)振荡行波解的共同特点是对应相图中的鞍–焦轨线，故本段我们以图 1 中鞍–焦轨线

( )1 2,L P P 为例来说明这种振荡行波解的衰减性。 
定理 2.3：当 0 2c< < 时，方程(1.2)对应于轨线 ( )1 2,L P P 的振荡行波解 ( )u ξ 存在 1̂ξ ，在 1̂ξ 处取最大

值，解在 1̂ξ 的左侧具有单调递增性，而在其右侧不仅具有振荡性且具有衰减性。即在ξ 轴上存在无穷多

个极大值点 ( )ˆ  1,2 ,i iξ = +∞ 和极小值点 ( ) 1,2 ,i iξ
∨

= +∞ ，使得 

1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ,

ˆlim lim + ,

n n n n

n nn n

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

∨ ∨ ∨

− −

∨

→∞ →∞

−∞ < < < < < < < < < +∞

 = = ∞

 

                      (2.3) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
ˆ ˆ ,

ˆlim lim + ,

n n

n nn n

u u u u u u

u u u

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

∨ ∨

∨

→∞ →∞

    −∞ < < < < < +∞ < < < <       


  = = ∞   

   

              (2.4) 

和 

( )1 1 2

4ˆ ˆlim lim .
8

n n n nn n c
πξ ξ ξ ξ

∨ ∨

+ +→∞ →∞

 − = − = 
  −

                         (2.5) 

3. 方程(1.2)的精确解和振荡行波解的解析近似解 

由第二部分的定性分析和全局相图可知，当 0 2c< < 时，方程(1.2)存在两个振荡行波解；当 2c ≥ 时，

方程(1.2)有单调递增扭状行波解和单调递减的扭状行波解。我们首先来求解方程(1.2)的精确解扭状行波

解。 

3.1. 方程(1.2)的精确扭状行波解 

本段我们用假设待定法和分离变量法来求解方程(1.2)的精确扭状行波解，分别求出图 2 中轨线

( )1 2,L P P 和轨线 ( )3 2,L P P 的精确扭状行波解，由第二部分可知，平面动力系统的奇点为： ( )1 1,0P − ，

( )2 0,0P ， ( )3 1,0P 。假设轨线 ( )1 2,L P P 和轨线 ( )3 2,L P P 在向量场中呈抛物线形式  

( ) ( ),  1,3 ,i iy A x x x i= − =                                (3.1) 

其中 iA 为待定常数。系统(2.2)进一步可表示为 
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( ) ( )d 1 1 ,
d
yy cy x x x
x
= − + + −                               (3.2) 

将(3.1)带入(3.2)我们可以得出 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 1 1 . 1,3i i i i iA x x x x cA x x x x i− − = − − + + − =                  (3.3) 

由此，根据(3.3)式结合两项式相等则同次幂系数相等的原理，可得如下的定理。 

定理 3.1 1) 当 1ix x= 时，可解得 1
2

2
A = − ，

3 2
2

c = ，此时平面动力系统(2.2)所对应的平面相图 2

中的轨线 ( )1 2,L P P 可表示为 ( )2 1
2

y x x= − + ，在此波速下方程(1.2)有精确的单调递增扭状行波解。 

2) 当 3ix x= 时，可解得 1
2

2
A = ，

3 2
2

c = ，此时平面动力系统(2.2)所对应的平面相图 2 中的轨线

( )3 2,L P P 可表示为 ( )2 1
2

y x x= − ，在此波速下方程(1.2)有精确的单调递减扭状行波解。 

接下来我们用分离变法来反解出方程(1.2)的精确扭状行波解。首先来求解图 2 中轨线 ( )1 2,L P P 所对

的扭状解。当
3 2

2
c = 时，图 2 中轨线 ( )1 2,L P P 可表示为 

( )2 1 ,
2

y x x= − +                                   (3.4) 

由于 ( ) ( )d d
d d
u xy u
ξ

ξ
ξ ξ

′= = = ，带入(3.4)然后分离变量再积分即可求出方程(1.2)的精确扭状解如下 

( ) ( )1 0
1 2 1tanh .
2 4 2

u ξ ξ ξ
 

= − − 
 

 

同理，当
3 2

2
c = 时，图(2)中轨线 ( )3 2,L P P 可表示为 

( )2 1
2

y x x= −  

由于 ( ) ( )d d
d d
u xy u
ξ

ξ
ξ ξ

′= = = ，带入(3.4)然后分离变量再积分即可求出方程(1.3)的精确扭状行波解为 

( ) ( )2 0
1 2 1tanh .
2 4 2

u ξ ξ ξ
 

= − − + 
 

 

3.2. 方程(1.2)的振荡行波解的解析近似解 

由平面动力系统理论[20] [21]可知，方程(1.2)的振荡行波解可以看做是由异宿轨在小反应速度影响

下破裂，由鞍–鞍轨线转变为鞍–焦轨线的。在本段我们来求出平面动力系统的全局相图 1 中轨线

( )3 2,L P P 所对应的振荡行波解的解析近似解。鞍–焦轨线 ( )3 2,L P P 可以看做是鞍–鞍轨线 ( )3 1,L P P 破裂

得到的，我们首先求出轨线 ( )3 1,L P P 所对的扭状行波解的精确解。 
首先，我们采用和 3.1 中相同的办法，把轨线 ( )3 1,L P P 采用如下形式表出： 

( )( )1 1 ,y B x x= − +  

与全局相图 2中轨线 ( )3 2,L P P 所对应的扭状行波解类似，我们可得
2

2
B = ，所以轨线 ( )3 1,L P P 可表示为 
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( )( )2 1 1 ,
2

y x x= − +                                 (3.5) 

由于 ( ) ( )d d
d d
u xy u
ξ

ξ
ξ ξ

′= = = ，带入(3.5)然后分离变量再积分即可求出方程(1.2)的精确扭状解如下 

( ) ( )3 0
2tanh .

2
u ξ ξ ξ

 
= − − 

 
                             (3.6) 

接下来我们求其解析近似解，我们注意到据动力系统中旋转向量场理论[20] [21]，图 1 中鞍–焦轨

线 ( )3 2,L P P ，是在反应速度满足 0 2c< < 的情形下由异宿轨 ( )3 1,L P P 破裂形成的。 ( )3 2,L P P 对应的振荡解

的非振荡部分可用(3.6)式近似表示，即 

( ) ( ) ( ) ( )3 0 0
2tanh ,  , .

2
u uε ξ ξ ξ ξ ξ ξ

 
≈ = − − ∈ −∞ 

 
                    (3.7) 

鞍–焦轨线 ( )3 2,L P P 的振荡部分可用如下形式表示， 

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )0( )
0 0 0e cos sin ,  , ,u m n dα ξ ξ

ε ξ ω ξ ξ ω ξ ξ ξ ξ−= − − − + ∈ +∞             (3.8) 

其中 , , , ,m n dα ω 为待定常数。将(3.8)式代入方程(1.2)，略去 0( )eα ξ ξ− 的高阶无穷小量后，可得如下的式子 

2 2 2

3

3 1,

,
2

0.

c d
c

d d

ω α α

α

 = + − +

 = −

− + =

                               (3.9) 

我们的目的是构造整个鞍–焦轨线 ( )3 2,L P P 对应的振荡行波解的解析近似解，振荡的部分和非振荡

的部分需光滑对接，需要满足对接条件.首先当 +ξ → ∞ 时，由于 ( )3 2,L P P 趋于 2P ，故 0d = 。我们将对接

点 0ξ ′选取在 0ξ 右边的一个半径不大的空心领域内的某一点 0 0ξ ξ′ ≠ ，如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Location of docking point 0ξ′  
图 3. 对接点 0ξ′的位置 

 

为获得方程(1.2)的振荡解的解析近似解，(3.6)式和(3.7)式对接点应该满足如下条件 

( ) ( )0 3 0 ,  0,1,
i i

i i
d du u i

d dε ξ ξ
ξ ξ

′ ′= =                             (3.10) 

即 
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( )( ) ( )( )( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( )

0 0

0 0

0 0

( )
0 0 0 0 3 0

( )
0 0 0 0

( )
0 0 0 0 3 0

e cos sin ,

e ( cos sin

e sin cos .

m n u

m n

m n u

α ξ ξ

α ξ ξ

α ξ ξ

ω ξ ξ ω ξ ξ ξ

α ω ξ ξ ω ξ ξ

ω ω ξ ξ ω ξ ξ ξ

′ −

′ −

′ −

′ ′ ′− − − =

′ ′− − −

′ ′ ′ ′− − + − =

                (3.11) 

由(3.9)和(3.11)可得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

0 0

0 0

( )
3 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0

( )
3 0

0 0 0 0
0 0

2

1e cos sin sin ,  

e
cot ,  ,

sin

,
2

1 4,
2

m u u

u
n m

c

c

α ξ ξ

α ξ ξ

αξ ω ξ ξ ω ξ ξ ω ξ ξ ξ ξ ξ
ω ω

ξ
ω ξ ξ ξ ξ

ω ξ ξ

α

ω

′− −

′− −

   ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − − − ≠     
 ′
 ′ ′= − − ≠ ′ −


= −



= − +

 (3.12) 

由以上分析可得如下定理。 
定理 3.2：当 0 2c< < 时，方程(1.2)有对应于图 1 中轨线 ( )3 2,L P P 的振荡行波解，它的解析近似解为 

( )
( ) ( ]

( )( ) ( )( )( ) ( )

0 0

2
0 0 0

2tanh . , ,
2

e cos sin , , ,
c

u

m n
ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ

ω ξ ξ ω ξ ξ ξ ξ
−

  
′− − ∈ −∞    ≈ 


′− − − ∈ +∞

            (3.13) 

(3.13)式中 , ,m n ω分别由(3.12)给出。 

4. 结论 

本文用平面动力系统的理论和方法求出了 Newell-Whiehead 方程的精确孤立波解和振荡行波解的解

析近似解。从本文所得结论可以看出，当波速为 2c ≥ 时，Newell-Whiehead 方程有单调的孤立波解，一

个为单调递增的扭状孤立波解、另一个为单调递减的扭状孤立波解，我们运用假设待定的方法求出了当 
3 2

2
c = 时方程的精确扭状孤立波解。另外，根据平面动力系统的理论和方法，我们求出了当波速满足 

0 2c< < 时 Newell-Whiehead 方程一个振荡解的解析近似解。本文所研究的方法也可以运用到其他的非线

性发展方程的研究。 
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