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摘  要 

在树上 k-奖励收集多割问题中，给定一个无向树 ( )T V E,= ，一个由m个结点对构成的集合

( ) ( ) ( ){ }m mP s t s t s t1 1 2 2, , , , , ,= � 和一个参数k且 k m≤ 。E中的每一条边都有一个非负成本 ec ，P中的每一

个结点对都有一个非负惩罚成本 iπ 。目标是求一个能分离P中至少k个结点对的多割M，使得多割M中边

的成本与未被M分割的结点对的惩罚成本之和最小。这个问题是著名的树上的多割问题的推广。在本文

中，我们设计了一个树上k-奖励收集多割问题的近似比为  
 
 

14
3

ε+ 的近似算法，其中 ε 是任意一个确定

的正数。 
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Abstract 
In the k-prize-collecting multicut on a tree (k-PCM(T)) problem, we give an undirected tree 
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( )T V E,= , a set of m distinct pairs of vertices ( ) ( ) ( ){ }m mP s t s t s t1 1 2 2, , , , , ,= �  and a parameter k 

with k m≤ . Every edge in E has a nonnegative cost ec . Every pair ( )i is t,  in P has a nonnegative 
penalty cost iπ . Our goal is to find a multicut M that separates at least k pairs in P such that the 
total cost, including the edge cost of the multicut M and the penalty cost of the pairs not separated 
by M, is minimized. This problem generalizes the well-known multicut on a tree problem. In this 
paper, we design an approximation algorithm for the k-PCM(T) problem with approximation ratio 
 
 
 

14
3

ε+ , where ε  is a fixed number. 
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1. 引言 

目前关于组合优化问题的奖励收集形式或部分形式的研究已有许多好的结果，比如 k-中心问题[1]。
k-最小生成树问题[2]，k-Steiner 树问题[3]，k-奖励收集 Steiner 树问题[4]和部分覆盖问题[5]。本篇文章主

要研究树上 k-奖励收集多割问题(k-PCMT)的近似算法。k-PCMT问题实例是指给定一个无向树 ( ),T V E= ，

对于每条边 e E∈ 都有一个非负费用 ec ，令 ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, ,, , , ,m mP s t s t s t= � 是一个由 m 个结点对构成的集

合，且对于每一个点对 ( ),i is t 都有一个非负惩罚费用 iπ ，并给定一个参数 k m≤ 。设 M E⊆ 是边集的一

个子集，对某个1 i m≤ ≤ ，( ),i is t 称为被 M 分割，如果 ,i is t 不在 T\M 的同一个连通分支中。k-PCMT 问题

是找到一个边子集 M，使得 M 至少分割 k 个结点对，且使得 M 中的边费用与未被分割的顶点对的惩罚费

用之和最小。 
k-PCMT 问题是组合优化著名的 NP 难问题——树上多割问题的变形，是树上奖励收集的多割问题和

树上部分割问题的一个推广。对于树上的多割问题，Garg 等人在文献[5]中提出了近似比为 2 的原始对偶

算法。 
树上奖励收集的多割(PCMT)问题实例是给定一个无向树 ( ),T V E= ，一个由 m 个顶点对构成的集合

( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, ,, , , ,m mP s t s t s t= � 。E 中的每个边都有一个非负费用值 ec ，P 中的每个顶点对 ( ),i is t 都有一个

非负惩罚费用 iπ 。PCMT 问题是找到一个边集 M E⊆ ，使得 M 中的边费用加上未被分割的顶点对的惩

罚费用最小。对于树上奖励收集的多割问题，Levin 和 Segev 在[6]中通过修改原始树和结点对的集合方法

将其转化为树上的多割问题，并给出了该问题的一个近似比为 2 的近似算法。本文称此算法为算法 1。 
树上部分多割(PMT)问题实例是给定一个无向树 ( ),T V E= ，一个由 m 个顶点对构成的集合

( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2, ,, , , ,m mP s t s t s t= � 。E 中的每个边都有一个非负费用值 ec ，给定一个参数 k m≤ 。PMT 问题

是找到一个边集 M E⊆ ，使得 M 至少分割 k 个顶点对，并且使 M 中的边费用之和最小。Levin 和 Segev 

在[6]中利用拉格朗日松弛技巧提出了关于求解树上部分割问题的一个近似比为
8
3

ε + 
 

的近似算法，其中 

ε 是一个任意固定的正数。本文称此算法为算法 2。 
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本文利用上述两个算法给出求解 k-PCMT 问题的一个近似比为
14
3

ε + 
 

的近似算法。 

2. 算法和近似比分析 

在本节，我们给出求解 k-PCMT 问题的一个近似算法。令 OPT 表示 k-PCMT 问题的最优解的目标函

数值。令 0ε > 为一个确定的参量。并且假设每条边的费用至多等于 ε 乘以 OPT。注意 Levin 和 Segev 就

是在此假设下研究了树上部分多割问题(见文献[6])。本文也在此假设下研究 k-PCMT 问题。 
算法 
输入：无向树 ( ),T V E= ，对每一条边，边费用 0ec ≥ ，对每个顶点对 ( ),i is t ，惩罚费用 0iπ ≥ ，正整

数 k m≤ 。 
输出：边子集 M，未被 M 分割的顶点对的集合 R。 
步骤 1：对一个 PCMT 实例 ( ), ,T c π ，应用 PCMT 问题的算法 1。令 ( ),PCMT PCMT PCMTF M P= 是该算法

的输出解。若此时 PCMTM 中的边已经分割至少 k 个顶点对，则输出 PCMTM 作为 k-PCMT 问题实例的一个

可行解，算法停止；否则进行步骤 2。 
步骤 2：规定步骤 1 中选中的边重新赋值为 0，其余边的权值不变，得到新的边费用函数 c′。令 k k′ = −

步骤 1 中分割的顶点对个数。对一个 PMT 实例 ( ), ,T c k′ ′ ，应用 PMT 算法 2。令 ( ),PMT PMT PMTF M P= 是该

算法的输出解。输出 PCMT PMTM M∪ 作为 k-PCMT 问题实例的一个可行解，算法停止。 
下面我们分析一下这个算法的近似比。 
引理 1：设 ( )* *,M P 是 PMT 问题的最优解，则有 

.
PMT

e
e M

c OPT
∗∈

≤∑  

证明：因为费用函数和惩罚函数都是非负的，则有 
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因为 k-PCMT 的最优解是 PMT 的可行解，所以最后一个不等式成立。证毕。 
因为 k-PCMT 问题的任一个可行解都是 PCMT 问题的可行解，所以有以下引理。 
引理 2：PCMT 问题的最优解 ( )* *,PCMT PCMTM P 满足 

( )* *,

.
PCMT i i PCMT

e i
e M s t P

c OPTπ
∈ ∈

+ ≤∑ ∑  

引理 3：若算法在步骤 1 就停止，则此时输出的解 ( ),OUT OUT OUTF M P= 满足 

( ),
2 .

OUT i i OUT

e i
e M s t P

c OPTπ
∈ ∈

+ ≤∑ ∑  

证明：由算法可知，输出解 OUTF 是由步骤 1 得到的，则 OUTF 一定分割至少 k 个顶点对，故是 k-PCMT
问题的可行解。假设 PCMTOPT 是 PCMT 问题的最优值，那么由引理 2 我们可以得到 

( ),
2 2 .

OUT i i OUT

e i PCMT
e M s t P

c OPT OPTπ
∈ ∈

+ ≤ ≤∑ ∑  
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引理 4：若算法在第二步时停止，则此时 ( ),OUT OUT OUTF M P= 满足 

( ),

14 .
3OUT i i OUT

e i
e M s t P

c OPTπ ε
∈ ∈

 + ≤ + 
 

∑ ∑  

证明：显然有 OUT PCMT PMTM M M= ∪ 成立。由于 OUTF 分割了至少 k 个顶点对，所以 OUTF 是 k-PCMT
问题的可行解。因为费用函数 c 和π 都是非负的且 OUT PCMTP P⊆ ，所以有 

( ) ( ), ,
.

OUT i i OUT PMT PCMT i i PCMT

e i e e i
e M s t P e M e M s t P

c c cπ π
∈ ∈ ∈ ∈ ∈

+ ≤ + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

由引理 1 和引理 2 可知 

( ),

8 2
3

8 2
3
14 .
3

PMT PCMT i i PCMT

e e i PMT PCMT
e M e M s t P

c c OPT OPT

OPT OPT

OPT

π ε

ε

ε

∈ ∈ ∈

 + + ≤ + + 
 

 ≤ + + 
 
 = + 
 

∑ ∑ ∑

 

综上我们有下面主要结论。 

定理 4：存在一个 k-PCMT 问题的近似比为
14
3

ε + 
 

的近似算法。 

3. 结论 

本文中，笔者采用 PCMT 问题和 PMT 问题的两个算法作为子算法给出了求解 k-PCMT 问题的一个新

算法。 
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