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摘  要 

在本文中我们研究了Möbius梯状图MLn的反强迫谱，并得到了一个关于MLn的反强迫多项式和Lucas数列

关系的等式。 
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Abstract 
In this paper, we study the anti-forcing spectrum of MLn and get an equation about the relationship 
between the anti-forcing polynomial of MLn and Lucas sequence. 
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1. 引言 

Vukičević、Trinajstić和 H. Lei、Y. Yeh、H. Zhang 分别介绍了图 G 的反强迫数[1]、完美匹配 M 的反

强迫数及反强迫谱[2]。设 M 是图 G 其中的一完美匹配。称子集 ( ) \aS E G M⊆ 为 M 的反强迫集，若 aG S−
有惟一的完美匹配 M。M 的最小反强迫集的大小被称为 M 的反强迫数，记作 ( ),af G M 。 

( ) ( ){ }, |afSpec G af G M M G= 是 的任一完美匹配 。2015 年，H. Hwang、H. Lei、Y. Yeh、H. Zhang 介绍了

图 G 的反强迫多项式的概念[3] [4]。 
在第 1 节中，我们介绍了一些定义、符号和结论。在第 2 节中，我们研究了 Möbius 梯状图 nML 的反

强迫数 ( ),naf ML M 和 nML 的反强迫谱 ( )af nSpec ML 。在第 3 节中，我们根据完美匹配的反强迫谱

( )af nSpec ML 和个数  ，得到了一个关于 nML 的反强迫多项式和 Lucas 数列的等式。 

2. 预备知识 

设 M 是图 G 的一个完美匹配。 
如果 G 中的两个 M-交错圈要么不交，要么只相交在 M 中的边，则称它们是 M-相容的。如果在一个

集合中任选 2 个 M-交错圈都是 M-相容的，则就是一个相容 M-交错集。我们用 ( )c M′ 表示图 G 的

最大相容 M-交错集的大小。 
定义 1 [3] [4] 图 G 的反强迫多项式定义为： 

( ) ( ) ( )
( )

( ),
,

,
, ,

Af G M
af G M i

M i af G M
Af G x x G i xϖ

∈Μ =

= =∑ ∑
 

其中 ( ),G iϖ 表示的是反强迫数为 i 的完美匹配的数目，M 表示 G 的全部完美匹配所组成的集合。 
引理1 [2] 若M是图G其中一完美匹配，则 ( ) ( ),af G M c M′≥ 。若图G是平面二部图，则 

( ) ( ),af G M c M′= . 

定义 2 梯子图 2n nL P P= × ，现将 nL 水平放置，将其顶点依次标号为 1 2 1 2, , , , , , ,n na a a b b b� � 。如图 1 [5]。 
 

 
Figure 1. Ladder graph nL  
图 1. 梯子图 nL
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在图 nL 中，边 i ia b 和边 1 1,i i i ia a b b+ + 分别被称为竖直边和水平边。设 M 是图 nL 的完美匹配， i ia b M∈

称为 M 的竖直边， 1 1,i i i ia a b b M+ + ∈ 称为 M 的水平边。 
定义 3 在梯子图 nL 上添加边 1 na a 和 1 nb b 就得到循环梯状图 nCL ，即 2n nCL C P= × ， 3n ≥ ，如图 2 [5]。

类似地，在梯子图 nL 上添加边 1 na b 和 1na b 就得到 Möbius 梯状图 nML ，如图 3 [6]。 
 

 

Figure 2. Cyclic ladder graph nCL  
图 2. 循环梯状图 nCL

 

 

 

Figure 3. Möbius ladder graph nML
 

图 3. Möbius 梯状图 nML
 

 
类比于 nL ，在图 nCL 和 nML 中，类似于 i ia b 的边叫做竖直边，类似于 1 1 1 1 1 1, , , , ,i i i i n n n na a b b a a b b a b a b+ + 的

边叫做水平边。设 M 是图 nCL 和 nML 中的一完美匹配， i ia b M∈ 称作 M 的竖直匹配边，

1 1 1 1 1 1, , , , ,i i i i n n n na a b b a a b b a b a b M+ + ∈ 称作 M 的水平匹配边。 
在本节的引理中，我们都给定 M 是 nL 的一个完美匹配，故下面引理中不在赘述。 
引理 2 [7] 设 M 有 ( )1p p ≥ 条竖直匹配边，则 ( )mod 2n p≡ ，并且 1 1i i i ia a M b b M+ +∈ ⇔ ∈ 。 
定理 1 [5] 如果 i ia b M∈ ，2 1i n≤ ≤ − ，则 ( ) ( )( ) ( )( )1 2

1 2, , ,naf L M af L M af L M= + ， ( )( )j
jM M E L= ∩ ， 

1, 2j = ， ( )1L 和 ( )2L 分别是 nL 关于顶点集{ }1 2 1 2, , , , , , ,i ia a a b b b� � 和{ }1 1, , , , , , ,i i n i i na a a b b b+ +� � 导出的梯子

图。 
Lucas 数列中 0 2l = ， 1 1l = ，且它的递推关系为 1 2n n nl l l− −= + 。 

引理 3 [8] Lucas 数列的第 n 项为
0

n

n
i

n inl
in i=

− 
=  −  
∑ 。 

显然， nL 、 nCL 、 nML 都是 Hamilton 圈。 
引理 4 当 0p = 时，从 nML 中删去所有竖直边后，所有水平边(含 1 na b 和 1na b )构成的图正好是一个

2n 长的圈 2 1 2 1 2 1n n nC a a a b b b a= � � ，一定存在完美匹配。 
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3. Möbius 梯状图的反强迫谱 

设 M 是 nML 中含有 p 条竖直匹配边的完美匹配，设 1 1a b M∈ 。如果边 1 1 1 1 2, ,nb a a b b b 或 1 1 1 1 2, ,na b b a a a 在

M-交错圈 C 中同时存在，则称 M-交错圈 C 跨过 1 1a b 。 
引理 5 [5] 在 nML 中，如果边 1 1 1 1 2, ,nb a a b b b 或 1 1 1 1 2, ,na b b a a a 在 M-交错圈 C 中同时存在。则当 n 为奇数

时，M-交错圈必然会跨过 p 条竖直边，从而有且仅有两个 n p+ 长的 M-交错圈；而当 n 是偶数时，不存

在 M-交错圈。 
我们在边 1 1a b 处把 nML 分裂成了 1nL + ，如图 4 [6]所示。在 1nL + 中，假设 Mbaba jjii ∈, 是两条相继竖

直边，则由 jjii baba , 以及它们中间的全部水平边构成的子图被称为 nML 的片段。 
 

 

Figure 4. nML  is decomposed into 1nL +  at edge 1 1a b
 

图 4. nML 在边 1 1a b 处分裂为 1nL +  
 
同理于 nL 的分解定理，对于 nML 我们有 
定理 2 设 M 是 nML 的完美匹配，而且 M 含有 ( )2p p ≥ 条竖直匹配边，则 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2
1 2, , , ,p

n paf ML M af L M af L M af L M= + + +� ， ( )( )j
jM M E L= ∩ ， 1,2, ,j p= � ， 

( ) ( ) ( )1 2, , , pL L L� 是 nML 的 p 个片段。 

引理 6 设 2n ≥ ，M 是 nML 的完美匹配，且 0p = ，则有 ( )
2 ,

, 2
3,

n

n n
af ML M

n

+
= 


为偶数

为奇数

。

 
证明 

 
当 0p = 时，n 可以是偶数，也可以是奇数，从而分情况讨论。设 1 2a a M∈ 。 

情形 1：n 是偶数时， { }1 2 3 4 1 1 2 1, , , , , ,n n n nM a a a a a a b b b b− −= � � 。(此时 1 1i i i ia a M b b M+ +∈ ⇔ ∈ ，如下 

图 5 [6])。相容 M-交错集是由
2
n
个 M-交错 4 圈及 M-交错圈 C 构成的，从而

21
2 2
n n +

= + = ，所以

有 ( ) 2,
2n

naf ML M +
≥ = 。在 nML 中取 M 的反强迫集 { }1 1 1 3 3 1 1, , , ,n n nS a b a b a b a b− −= � ，且

2
2

nS +
= 。所

以 ( ) 2,
2n

naf ML M S +
≤ = 。 

综上所述，当 n 是偶数且 0p = 时， ( ) 2,
2n

naf ML M +
= 。 

情形 2：n 为奇数时， { }1 2 3 4 2 1 1 2 3 1, , , , , , ,nn n n nM a a a a a a a b b b b b− − −= � �  (此时 M 中水平匹配边不成对出

现，如下图 6 [6])。取 M-交错圈 1 1 2 1n nC b b b a b= � ， 2 1 1 2 1nC b a a a b= � ， 3 1 2 2 3 3 4 1 1n nC a a b b a a b b a−= � ，得到

相容 M-交错集，此时 3= ，所以有 ( ), 3naf ML M ≥ = 。取 { }1 1 1 1 2, ,nS a b a b b b= 是 nML 的一个反强

迫集，并且 3S = ，所以 ( ), 3naf ML M ≤ 。 
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Figure 5. The perfect matching M of nML  
图 5. nML 的完美匹配 M 

 

 

Figure 6. The perfect matching M of nML  
图 6. nML 的完美匹配 M 

 
综上所述，当 n 是奇数且 0p = 时， ( ), 3naf ML M = 。 
根据引理 6，我们有下面的引理。 
引理 7 设 M 是 nML 的一个含有 p 条竖直边的完美匹配。当 0p = ，n 可以是偶数，也可以是奇数；

只有 n 是偶数时，水平匹配边才成对出现。而当 1p ≥ 时，一定有 ( )mod 2n p≡ ，且 MbbMaa iiii ∈⇔∈ ++ 11 。 

引理 8 设 2n ≥ ，M 是 nML 的完美匹配，且 1p = ，则有 ( ) 3,
2n

naf ML M +
= 。 

证明 当 1p = 时，n 必为奇数。在 nML 中取 M-交错圈 1 1 2 1 1nC a a a b a= � ， 2 1 2 1 1nC b b b a b= � 和
1

2
n −

个

与 1 2,C C  M-相容的 M-交错 4 圈，得到相容 M-交错集  ，所以
1 32

2 2
n n− +

= + = ，所以有

( ) ( ) 3,
2n

naf ML M c M +′≥ ≥ = 。 nML 在中取 M 的反强迫集 { }1 1 2 2 2 4 4 1 1, , , , ,n n nS a b a a a b a b a b− −= � ，且

3
2

nS +
= 。所以 ( ) 3,

2n
naf ML M S +

≤ = 。 

综上所述，当 3n ≥ 是奇数且 1p = 时， ( ) 3,
2n

naf ML M +
= 。 

引理 9 设 2n ≥ ，M 是 nML 的一个含 p 条竖直边的完美匹配， 2 p n≤ ≤ ，则 M 的反强迫数为 

( ),
2n

n paf ML M +
= 。 

证明 当 2 p n≤ ≤ 时，在 nML 中，相容 M-交错集中包含
2

n p−
个 M-交错 4 圈和 p 个 M-交错圈，

此时
2 2

n p n pp − +
= + = ，所以有 ( ) ( ),

2n
n paf ML M c M +′≥ ≥ = 。 
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在 M 的 p 条竖直边处把 nML 分裂成 p 个片段{ }1 2, , , pd d d� ，然后从第一个片段里取出反强迫集

{ }1 1 2 2 2 4 4 2 2 2 2, , , , i iS a a a b a b a b− −= � ，从而 ( )1id i p≤ ≤ 的反强迫集的并 S 就是 nML 的一个反强迫集，并且 

2
n pS +

= ，因此有 ( ),
2n

n paf ML M S +
≤ = 。 

综上所述，可得当 2 p n≤ ≤ 时，有 ( ),
2n

n paf ML M +
= 。 

在引理 6，引理 8，引理 9 的证明过程中，我们需要借助[9]中引理 5，从而我们得到了下面的定理。 
定理 3 

( )

{ }3 , 3
3 53, , , , , 5

2 2
2 4, , , , 2

2 2

af n

n
n n n n

Spec ML
n n n n

=


+ +  ≥ =  
 + +  ≥  

�

�

是奇数

是偶数

 

从而当 7n ≥ 为奇数时 ( )af nSpec ML 是不连续的；当 2n ≥ 为偶数或 3,5n = 时 ( )af nSpec ML 是连续的。 
我们根据定理 3，容易得出下面的推论。 

推论 1 1) ( )
3, 3

2 , 2
2

n

n
af ML n n

≥
=  +

≥

若 是奇数

若 是偶数
 

2) ( )nAf ML n= 。 

4. Möbius 梯状图 MLn的完美匹配和 Lucas 数列的关系 

定理4 在Möbius梯状图MLn中，设包含2q条水平边的完美匹配一共有  个，则
n qn

nn q
− 

=  −  
 。 

证明 当 n 是奇数时，p 也是奇数。设 M 是 nML 的一个完美匹配，且 M 含有 2q 条水平匹配边必成对 

出现，则 M 含有 2p n q= − 条竖直匹配边，其中
10

2
nq −

≤ ≤ ，1 p n≤ ≤ 。 

当 1 1,n na b b a M∈ 时，当我们删掉 1 1, , ,n na b a b 这 4 个顶点后就得到了 2nL − ，所以只需要计算出 2nL −  (含
有 2 2q − 条水平匹配边)的完美匹配个数即可，设 nML 有 1 个完美匹配，故根据[5]中推论 2 得到 

1

2 2 1 1
2 2

2 1

n p n p n q n qp
n q qp p

− − + −    − − − −+       = = = =       − −          

 。 

当 1 1,n na b b a M∉ 时，设 nML 的完美匹配个数 2 ，删掉水平边 1 1,n na b b a 后就得到了 nL ，从而我们只

需要计算出 nL  (包含 2q 条水平匹配边)的完美匹配个数即可，故根据[5]中推论 2 可得 

2 2 2
2

n p n p n q n qp
n q qp p

− +    − −+       = = = =       −          

 。 

因此当 n 为奇数且 1p ≥ 时， 1 2

n qn
qn q
− 

= + =  −  
   。 

当 n 为奇数，且 1i ia a M+ ∈ 与 1i ib b M+ ∈ 不同时存在时，有 n q= ，且 2= 。 
当 n 是偶数时，p 也为偶数。设 M 是 nML 的一个完美匹配，且 M 含有 2q 条水平匹配边必成对出现， 

则 M 含有 2p n q= − 条竖直匹配边，其中 0
2
nq≤ ≤ ，0 p n≤ ≤ 。当 2p ≥ 时，类似于 n 为奇数时，将 nML
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化为梯子图计算，就有
n qn

qn q
− 

=  −  
 ；而当 0p = 时， 2n q= ，就有

22 2
2

q qq
qq q
− 

= = −  
 。 

由定理 3 和定理 4，我们有下面这个定理。 
定理 5 nML 的反强迫多项式为： 

( )
( )

2

3

5
2 3 2

3 2

0

4
22 2

2

0

3 , 2

6 , 3

1
2 , 5, 24

2 , 4
4

n
n

n q
n

q

n
n

n q

q

x n
x n

n n n qnx n x x nAf ML x qn q

n qn nx x n
qn q

−
+

−

=

−
+

−

=

 =


=


 − −   + + + ≥=     −    

 −    + + ≥   −   

∑

∑

是奇数

是偶数

 

根据引理 3 和定理 5，我们有： 

推论 2 Möbius 梯状图 nML 的完美匹配个数
2, 3

, 2
n

n

l n
l n
+ ≥

=  ≥

若 是奇数

若 是偶数
 。

 
注：这与循环梯状图 nCL 中的结论，奇偶是相反的，详细可见[3]。 
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