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摘  要 

本文借助于数学软件Mathematica11.0用个人计算机求出了从阿基米德分牛问题得出的Pell方程的最小

正整数解。 
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Abstract 
In this paper, with the help of the mathematical software Mathematica11.0, a personal computer is 
used to obtain the smallest positive integer solution of the Pell equation from Archimedes’s cattle 
problem. 
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1. 引言 

古希腊数学家Archimedes (阿基米德，公元前287~前212年)曾提出一个所谓的太阳神分牛问题，此问

题最后可归结为求解一个二元二次的不定方程: 
2 2410286423278424 1x y− =                                    (1) 

为节省篇幅，关于Archimedes分牛问题的原始形式，确切表述和如何将其化成上述方程的问题，请

参见文献[1] [2] [3] [4]。方程(1)就是所谓的Pell方程。它的一般形式为 2 2 1x Dy− = ，其中D是一个不是完

全平方数的正整数。这一方程现在已有了相当完整的理论和解法，但对于具体的D，特别是较大的D，求

出它的具体的最小正整数解仍需具体的计算。 

2. 用连分数解 Pell 方程的理论基础 

在这一节中，我们首先简要回顾一下用连分数解 Pell 方程的主要结果。 
定理 1. 设 D 是一个不是完全平方数的正整数，则 Pell 方程 

2 2 1x Dy− =                                         (2) 

具有无穷多组整数解，其所有的正整数解可用以下公式表出 

( )0 0

n

n nx y D x y D+ = +                                  (3) 

其中 ( )0 0,x y 表示方程(2)的最小的正整数解(必定存在，其具体求法可见下面的引理 1，定理 2)。 
证明可见[5] [6]。 
从公式(3)容易导出下面的递推公式和解得矩阵表达式 
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以上两式的优点是避免了使用根号，但递推公式(4)依赖了两个变量，从上面的公式我们易于导出下

面的仅依赖于一个变量的二阶递推公式。 
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引理 1. 设 D 是一个不是完全平方数的正整数，则 D 一定可表示成如下形式的无限循环连分数 
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{ }0 1 2 1 0, , , , , 2nD a a a a a− =  �  

其中 0a D =    ( D 
 表示 D 的整数部分)，{ }1 2 1 0, , , , 2na a a a−� 表示 D 的循环节。 

证明可见[5]第七章推论 9。 
定理 2 设 D 是一个不是完全平方的正整数， { }0 1 2 1 0, , , , , 2nD a a a a a− =  �  

[ ]0 1 2 1, , , , n
p a a a a
q −= �  

则 2 2p Dq− 必等于+1 或−1。如果 2 2 1p Dq− = ，则 0x p= ， 0y q= 就是方程 2 2 1x Dy− = 的最小的正整数

解，如果 2 2 1p Dq− = − ，则 2
0 2 1x p= + ， 0 2y pq= 就是方程 2 2 1x Dy− = 的最小的正整数解。证明可见[5] 

[6]。 

3. 阿基米德方程的最小解 

对从Archimedes分牛问题得出的Pell方程(1)，[7]和[8]曾用大型计算机算出了它的正整数解，后来[3]
又借助于数学软件Mathematica4.0予以解决，不过[3]在其发表的论文中对利用Mathematica解决此问题中

的一些相关问题表述不太清楚，也未指出一些应注意的细节，因此其计算过程经本文作者检验有些无法

重复。本文详细给出了用Mathematica解决此问题的所有过程和有关细节，利用个人计算机中得出了本文

的所有结果。所有过程读者均可自己重复。 
Archimedes所提出的一些问题的解都是非常巨大的数，比如国际象棋问题的解答就是一个很大的数

264 − 1。同样，本文所涉及的最后解答也是十万位级别的数，因此不可能在本文中完全写出，为了清楚

地展示得出解答的过程，我们用两种方法求出解答。 
方法1. 
为了减少数据的大小，首先考虑410286423278424是否有平方因子，经过计算，发现 

2410286423278424 9314 4729494×=  

因此方程(1)可化为方程 
2 24729494 1x z− =                                    (7) 

其中 
9314z y=                                       (8) 

现在，我们在Mathematica中键入命令 
In[1]:= ContinuedFraction[Sqrt[4729494]] 
然后得到答案 
Out[1]= {2174, {1, 2, 1, 5, 2, 25, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 15, 1, 2, 16, 1, 2, 1, 1, 8, 6, 1, 21, 1, 1, 3,  
>     1, 1, 1, 2, 2, 6, 1, 1, 5, 1, 17, 1, 1, 47, 3, 1, 1, 6, 1, 1, 3, 47, 1, 1, 17, 1, 5, 1, 1, 6, 2,  
>     2, 1, 1, 1, 3, 1, 1, 21, 1, 6, 8, 1, 1, 2, 1, 16, 2, 1, 15, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 25, 2, 5, 1, 2,  
>     1, 4348}} 
根据定理2，我们应当把上述连分数修改成一个有限连分数如下 
R = {2174,1, 2, 1, 5, 2, 25, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 15, 1, 2, 16, 1, 2, 1, 1, 8, 6, 1, 21, 1, 1, 3,  
1, 1, 1, 2, 2, 6, 1, 1, 5, 1, 17, 1, 1, 47, 3, 1, 1, 6, 1, 1, 3, 47, 1, 1, 17, 1, 5, 1, 1, 6, 2,  
2, 1, 1, 1, 3, 1, 1, 21, 1, 6, 8, 1, 1, 2, 1, 16, 2, 1, 15, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 25, 2, 5, 1, 2,  
1} 
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现在将其输入到Mathematica中去，再输入命令 
FromContinuedFraction[R] 
即得到 
        109931986732829734979866232821433543901088049 
Out[3]= ----------------------------------------------------------------------- 
          50549485234315033074477819735540408986340 
令 109931986732829734979866232821433543901088049u = , 

50549485234315033074477819735540408986340v =  
由于 2 24729494 1u v− =  
因此(u,v)就是方程(7)的最小解，而(7)的所有正整数解可以根据公式(6)算出 

2 1219863973465659469959732465642867087802176098n n nv v v+ += −                (9) 

1 50549485234315033074477819735540408986340v =  

2 11114010680260185606329559328519372253719415502127416430951773446940215793566356501320v =  

显然，方程(1)的最小解包含在这些解中，但是它必须符合条件(8)，因此方程(1)的最小解就是v中能

被9314整除的最小的v。这样通过一个循环程序就可找到这个最小解(循环程序应在9314|vn时停止，而整

除性可通过计算vn除以9314所得的余数是否为0来判定，这一余数可通过公式 

[ ]IntegerPart 9314 9314n n nr v v= − ×  

来计算。 
最后结果是循环到 2329n = 次即可得出答案 0 0,x y 。 
方法2：直接对方程(1)进行计算，算法如下： 
1. 计算 410286423278424 的连分数 
在Mathematica中键入命令 
ContinuedFraction[Sqrt[410286423278424]] 

回车后即可得出一个如下形式的无限连分数 
{20255528, {4, 1, 1, 1, 4, 1, 2,……, 2, 1, 4, 1, 1, 1, 4, 40511056}} 
(全部连分数可见[9])。 
2. 根据定理2，我们应当把上述连分数修改成一个有限连分数如下 

R = {20255528,4, 1, 1, 1, 4, 1, 2,……, 2, 1, 4, 1, 1, 1, 4} 
(全部连分数可见[10])并在Mathematica中输入它，即键入 
R = {20255528,4, 1, 1, 1, 4, 1, 2,……, 2, 1, 4, 1, 1, 1, 4} 
后再回车。 

3. 计算p，q 
在Mathematica中再键入命令 
FromContinuedFraction[R] 

并回车就得到一个分数，其分子就是p，分母是q，这两个数都是非常大的数。其中p是一个103,273位的

正整数，它的开头100位是 
376534450234720588401878619355057689285661011117156083623785139031123416756648064369431234
9186281391， 
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最后100位是 
104081852097611414105770631471470509664794099331491626951395623994083183592223258477702337
1728320049 
(所有数字可见[11])。q是一个103,266位的正整数，它的开头100位是 
185892190138691330945825420863875741352316120197702730106581655085002768226983472419186102
1631174425， 
最后100位是 
060017712687113053849284938205391701866725935181952837469626042878027823527903409259210771
0208663490 
(所有数字可见[12])。根据定理2， 2 2p Dq− 必等于+1或−1，利用上面的p,q的末位数可知 

2 2410286423278424p q− 的值只能是+1 (在Mathematica中也可直接验证这一结论)，这就说明方程(1)的最

小解就是 0 0,x p y q= = ，由方法1和方法2得出的答案是完全一致的。 
注1：在向Mathematica中输入任何数据之前，必须把数字之间的换行符\。分行符>和空白全部去掉，

否则Mathematica会认为你输入的是多个数据，从而得不到正确的结果。比如当你输入 In[1]:= 
A=ContinuedFraction[Sqrt[4102865]]并回车后，Mathematica会显示如下结果 

Out[1] = {2025, {1, 1, 4, 4, 1, 1, 1, 2, 3, 5, 1, 4, 7, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 1, 115, 63, 3, 2, 4, 2,  
>     5, 2, 3, 10, 1, 4, 3, 1, 10, 82, 1, 1, 2, 1, 1, 10, 1, 1, 1, 3, 3, 2, 1, 15, 7, 1, 6, 2, 1, 3, 1,  
>     4, 2, 1, 1, 1, 2, 15, 3, 1, 5, 39, 1, 14, 1, 1, 1, 252, 1, 1, 6, 1, 2, 1, 2, 1, 21, 6, 18, 6, 21,  
>     1, 2, 1, 2, 1, 6, 1, 1, 252, 1, 1, 1, 14, 1, 39, 5, 1, 3, 15, 2, 1, 1, 1, 2, 4, 1, 3, 1, 2, 6, 1,  
>     7, 15, 1, 2, 3, 3, 1, 1, 1, 10, 1, 1, 2, 1, 1, 82, 10, 1, 3, 4, 1, 10, 3, 2, 5, 2, 4, 2, 3, 63,  
>     115, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 7, 4, 1, 5, 3, 2, 1, 1, 1, 4, 4, 1, 1, 4050}} 
如果想把上述无限连分数修改成定理2所要求的有限连分数，并将其重新输入Mathematica中，则必

须先把它写成下面的形式 
R = {2174,1, 2, 1, 5, 2, 25, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 15, 1, 2, 16, 1, 2, 1, 1, 8, 6, 1, 21, 1, 1, 3,  
1, 1, 1, 2, 2, 6, 1, 1, 5, 1, 17, 1, 1, 47, 3, 1, 1, 6, 1, 1, 3, 47, 1, 1, 17, 1, 5, 1, 1, 6, 2,  
2, 1, 1, 1, 3, 1, 1, 21, 1, 6, 8, 1, 1, 2, 1, 16, 2, 1, 15, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 25, 2, 5, 1, 2,  
1} 
本文参考文献中的[9] [10] [11]和[12]在储存数据后都进行了上述处理，因此文件中的数据都是可以直

接输入Mathematica的。 
注2：在 Mathematica中，对比较小的分数，它以下面的用虚线当做分数线的分数形式显示，例如 
        109931986732829734979866232821433543901088049 
Out[3] = ----------------------------------------------------------------------- 
          50549485234315033074477819735540408986340 
但对比较大的分数，则用/号把分子和分母分开。请读者注意区分换行符\和前面的分数线符号。 
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