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摘  要 

幻方是组合数学区组设计研究的一个新领域，与正交拉丁方存在天然联系。构造奇数阶超级幻方具有诸

多约束条件，引起研究者兴趣。分别利用两个正交奇数阶超级拉丁方和中国象棋马步及兵步结合的排序

方式，给出了两种构造奇数阶超级幻方的方法。在文末给出5，7，9阶超级幻方的例。 
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Abstract 
Magic square is a new field of combinatorial block design, which has a natural relationship with 
orthogonal Latin square. The construction of odd order ultra-magic square has many constraints, 
which attracts the interest of researchers. Using two orthogonal odd order ultra-Latin squares and 
the combination of the Chinese chess horse and pawn steps, led to two methods of constructing 
odd order ultra-magic squares. At the end of the paper, we give examples of ultra-magic square of 
order 5, 7, 9. 
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1. 引言 

幻方(又称纵横图)及其构造研究在我国传统数学中是一个重要课题，历史悠久，成果丰富。洛书是世

界上最古老的三阶幻方，起源于中国。[1]在学界颇有影响的美国学者著《组合数学》说：“组合数学，

也称组合分析或组合学，是一门起源于古代的数学学科，据传说中国皇帝禹(约公元前 2200 年)在一个神

龟的背上观察到纵横图，大约公元前 1100 年，排列开始在中国萌芽……”[2]三阶幻方配置九个数字的均

衡性、完美性。产生了一种审美的效果，使得古人认为其中包含了至高无上的原则，因而，最早出现的

幻方，既是古代数学的杰作，也是具有哲学意义的创造。 
数学发展到今天，有人觉得幻方只是数字游戏，不足以登大雅之堂，但伴随着计算机科学和人工智

能的发展，人们吃惊地发现，这些古老的数学问题，包含着早期的排列、配置、对称、均衡、集合，以

及分类原则、约束条件、序关系等非常深刻的内容，其数学思想熠熠生辉。现代离散数学中，把幻方问

题归于计数、组合设计、图论、人工智能的领域，随着研究的深入，又给它找到了新含义、新应用，进

入了数学研究的新领域。 
所谓区组设计(Block design，简写为 BD)是组合数学一个分支，解决按照规定的要求或条件来安排、

配置一定事物的问题。洛书(三阶幻方)即最古老的区组设计。 
拉丁方(Latin Square)是用 n 个不同的拉丁字母排成 n 行 n 列的方阵，若每行每列的字母既无重复、

也无遗漏，就称为一个 n 阶拉丁方。因扑克牌中 16 张 J、Q、K、A 可排成 4 阶拉丁方而闻名，被认为是

中世纪西方的发明；但实际上早在战国时代，我国先民就在构造玄戈占星表时构造出世界上第一个拉丁

方。[3]拉丁方发展为正交拉丁方，成为 BD 的一个基本内容，数学家欧拉(L. Euler, 1707~1783)提出著名

的三十六军官问题就是六阶正交拉丁方的存在性问题。区组设计有重要应用，如 1930 年美国数学家费舍

尔(R. A. Fisher, 1890~1962)将正交拉丁方用于实验设计；1983 年我国组合数学家陆家羲证明了百余年的

“大集定理”是 BD 的基本定理，获得 1989 年国家自然科学奖一等奖，也利用了正交拉丁方的性质。 
幻方的编制程序被收入美国电脑协会主编的 CACM 程序汇编中。有建筑学家发现幻方的对称性质极

为丰富，其中有许多美丽的图案，可用于轻工业品、封面包装等设计。加拿大滑铁卢大学的学者发现拉

丁方与幻方的内在联系，《现代代数及其应用》[4]把幻方列为专门题材。幻方与双随机矩阵相关，受到

组合数学家的关注，双重幻方[5] (double magic square，每行、列、对角线之和为定值，其积亦为定值)、
完全幻方(又称纯幻方，泛对角线幻方等，将幻方平面卷成圆筒使首列与末列相接，这时任一对角线都可

视为主对角线，其和皆与纵列、横行之和相等)、素数幻方、广义幻方、幻体等都由它推广而来。 
超级幻方(定义见下文)具有十分迷人的数学性质，与上述幻方、平方幻方、实数幻方以及富兰克林幻

方等一样，派生性强，颇具吸引力。幻方和拉丁方关系密切，都是区组设计的传统内容，但幻方的重要

性还没有引起足够重视。本文以线性代数为手段构造超级幻方，获得区组设计的成果，在计数理论和密
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码学领域，可望找到新的应用。 

2. 奇数阶超级幻方的定义和分类 

幻方是组合数学区组设计研究的一个新领域，与正交拉丁方存在天然联系。偶数阶幻方构造法较易，

成果很多；奇数阶超级幻方的构造具有诸多约束条件，比较复杂，引起研究者兴趣，已找到某些方法。

本文另辟蹊径，提出两种构造方法。 
李立把奇数阶幻方分为 3 类：6m − 1 阶，6m + 1 阶，6m + 3 阶幻方[6]，(这里 m 为正整数)。 
定义 1 所谓超级幻方，就是把自然数数列{n2} (数列{ }21, 2,3, , n 的简写)这 n2 个数排成 n 行 n 列的 

方阵 ( ),n k j n n
M m

×
= ，每行每列，每条对角线及每条泛对角线的和都等于一个定值 ( )2 1

2
n nµ = + ，并且还 

满足任意与幻方中心对称的两个数之和都等于一个定值 2 1nν = + 。[7]即幻方 Mn 满足如下条件(1)~(5)：
设{n}表示数列{ }1,2,3, , n ， 

{ },
1

,
n

k j
k

m j nµ
=

= =∑                                      (1) 

{ },
1

,
n

k j
j

m k nµ
=

= =∑                                      (2) 

{ }, 1
1

,
n

n

k k j
k

m j nµ− +
=

= =∑                                    (3) 

{ },
1

,
n

n

k j k
k

m j nµ−
=

= =∑                                    (4) 

其中 nk 为{n}中的元素， 0 n n= ， nn n= ，当 0 k n< < 时， nk k= ； 

modnk n k n− = − ，
nn k k+ =  

, 1 , 1k j n k n jm m ν+ − + −+ =                                     (5) 

3. 构造奇数阶超级幻方 

本文规定排列 ( )1, 2, , 2,1,0S n n= − −  ，逆排列 ( )1 0,1, 2, , 1S n− = − ， 

[ ] [ ] [ ] ( )( )2 0 , 2 , 4 , , 2 1n n n n
S n− = −  

， [ ] [ ] [ ] ( )( )3 0 , 3 , 6 , , 3 1n n n n
S n− = −  

， 

( ) ( ) [ ] [ ]( )2 2 1 , 2 2 , , 2 , 0n nn n
S n n= − −        ， ( ) ( ) [ ] [ ]( )3 3 1 , 3 2 , , 3 , 0n nn n

S n n= − −        ， 

(其中 [ ] modnk k n≡ )。 
定义 2 一个每行、每列都分别由数列 S−1中 n个不同的数字组成的 n阶拉丁方，如果满足条件(1)~(5)， 

即每行、每列及每条对角线和泛对角线的 n 个数字之和均为同一定值 ( )1
2
nL n= − ，并且满足任意与拉丁 

方中心对称的两个数之和等于定值 1l n= − ，则称此拉丁方为 n 阶超级拉丁方。如果两个 n 阶超级拉丁方

是正交的，称之为一对正交超级拉丁方。 
定理 1 利用一对奇数阶正交超级拉丁方，可以构造奇数阶超级幻方。 
首先构造一对正交超级拉丁方。 
令 ( )T

1 2, , ,k nx x x x=  为 1x k= 的 S-循环排列。(T 表示转置)， ( )T

1 2, , ,i i i i
k nx x x=x   

为 1
ix k= 的 iS -循环排列。(其中 1, 2, 3,2,3i = − − − )还是 S 中的 n 个元素。当 6 1n m= ± 时， 
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令矩阵 [ ] [ ] [ ] ( )( )0 2 4 2 1, , , ,
n n n n

n nA x x x x −  
=    

 ，则显然 An 为 n 阶拉丁方。 

当 6 1n m= − 时，令 [ ] ( ) ( ) ( )( )3 3 1 3 2 3 7 2, , , ,
n n n n

n m m m mB x x x x+ + −          
=    

 ，则显然 Bn 为 n 阶拉丁方。 

当 6 1n m= + 时，令 [ ] ( ) ( ) ( )( )3 1 3 1 1 3 2 1 3 7 1, , , ,
n n n n

n m m m mB x x x x+ + + + + +          
=    

 ，则显然 Bn 为 n 阶拉丁方。 

当 6 3n m= + 时，设逆排列 ( ) ( )1
0 1 2 10,1, 2, , 1 , , , , nS n t t t t−

−= − =  ，引进变换 

( )1
1 2 2 1 6 6 1 6 1 6 6 2 6 6 6 2: , , , , , , 1m m m m k k k kC S t c t c t c t c t c t c k m−

+ + − −′ → → → → → → ≤ ≤  

( )( )1, 1, 2,6 ,6 1,6 2,6 , 1 ,i it c i m m k k k m i S −→ ≠ + − ≤ ≤ ∈  

令 ( )1 2 1 0, , , ,n nC c c c c− −=  ，为 1S − 的一个对称变换，满足 

( )

2 1 2 1 2 1

3 2 3 13 1
1 1 1

m m m

i ii
i i i

c c c
+ + +

− −−
= = =

= =∑ ∑ ∑  

令 ( )T
1 2, , ,k ny y y y=

 为 1 ky c= 的 C-循环排列。令矩阵 

[ ] [ ] [ ] ( )( )0 2 4 2 1, , , ,
n n n n

n nA y y y y −  
=    

 ， [ ] ( ) ( ) ( )( )3 2 3 1 2 3 2 2 3 7 2 2, , , ,
n n n n

n m m m mB y y y y+ + + + + + +          
=    

  

显然，当 n 为奇数时(n > 3)，An 和 Bn 为一对正交 n 阶拉丁方。当 n 为奇数时(n>3)， 
令 n n n nM nA B E= + +  (其中 En 为元素全为 1 的 n 阶方阵)，则 Mn 是 n 阶超级幻方。 

4. 奇数阶超级幻方的证明 

定理 1 的证明：首先证明当 6 1n m= ± 时，An 是满足条件(1)~(5)的超级拉丁方。 
设 kx∑ 

和 i
kx∑ 

分别表示 kx 与 i
kx 中 n 个元素之和，( 1, 2, 3, 2,3i = − − − ) 

令上面构造的一对正交拉丁方分别为 ( ),n k j n n
A a

×
= ， ( ),n k j n n

B b
×

= ， ( )1
2
nL n= − ， 1l n= − 。 

A(1)： ( ) { }, 2 1
1

,
n

n

k j j
k

a x L j n−  
=

= = =∑ ∑                                (6) 

A(2)： [ ] { }2
, 1

1
,

n

n

k j n k
j

a x L k n−
− +

=

= = =∑ ∑                                (7) 

A(3)： [ ] { }, 1 1
1

,
n n

n

k k j n j
k

a x L j n− + − +
=

= = =∑ ∑                            (8) 

A(4)： [ ] { }3
, 2 1

1
,

n n

n

k j k n j
k

a x L j n− − −
=

= = =∑ ∑                             (9) 

(9)式左端各条对角线的起始元素和右端同一条相应对角线的起始元素并非一一对应，但总和相等。 

A(5)： { } { }, 1 , 1 , ,k j n k n ja a l k n j n+ − + −+ = = =                          (10) 

其次证明当 6 1n m= − 时，Bn 是满足条件(1)~(5)的超级拉丁方。 

B(1)： ( ) { }, 3 1
1

,
n

n

k j m j
k

b x L j n+ −  
=

= = =∑ ∑                            (11) 

B(2)： [ ] { }3
, 3 1

1
,

n

n

k j m k
j

b x L k n−
− +

=

= = =∑ ∑                             (12) 
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B(3)： [ ] { }2
, 1 3 1

1
,

n n

n

k k j m j
k

b x L j n−
− + − +

=

= = =∑ ∑                       (13) 

B(4)： ( ) { }3
, 3 7 2 1

1
,

n n

n

k j k m j
k

b x L j n− − − +  
=

= = =∑ ∑                     (14) 

(14)式左端各条对角线的起始元素和右端同一条相应对角线的起始元素并不是一一对应的，但是总和

是相等的。 

B(5)： { } { }, 1 , 1 , ,k j n k n jb b l k n j n+ − + −+ = = =                       (15) 

类似可得，当 6 1n m= + 时，Bn 是满足条件(1)~(5)的超级拉丁方。 
当 6 3n m= + 时，类似可得，An 和 Bn 为分别满足条件(1)~(5)的一对正交超级拉丁方。 
以 A(1)为例， 

( ) { }, 2 1
1

,
n

n

k j j
k

a y L j n−  
=

= = =∑ ∑                            (16) 

特别地， 

B(2)： { }
6 3 2 1

3 2, 3 1
1 1

3 , 2 1
m m

k j i
j i

b c L k m
+ +

− −
= =

= = = +∑ ∑                      (17) 

{ }
6 3 2 1

3 1, 3 2
1 1

3 , 2 1
m m

k j i
j i

b c L k m
+ +

− −
= =

= = = +∑ ∑                      (18) 

( ) { }
6 3 2 1

3 , 3 1
1 1

3 , 2 1
m m

k j i
j i

b c L k m
+ +

−
= =

= = = +∑ ∑                      (19) 

最后证明 n n n nM nA B E= + + 是满足条件(1)~(5)的超级幻方。 
M(1)： 

( ) ( ) { }, , , , ,
1 1 1 1

1 1 ,
n n n n

k j k j k j k j k j
k k k k

m na b n a b n n L n j nµ
= = = =

= + + = + + = + + = =∑ ∑ ∑ ∑       (20) 

类似可得，M(2)~M(5)。故，Mn 是奇数阶超级幻方。 

5. 奇数阶超级幻方的另一种构造方法 

当 6 3n m= + 时，对于集合 C，引进变换 { }( )1: 1,i iD d c i n−′ = + = ， 

令排列 ( )1 2 3, , , , nD d d d d=  ，满足
2 1 2 1 2 1

3 2 3 1 3
1 1 1

m m m

i i i
i i i

d d d
+ + +

− −
= = =

= =∑ ∑ ∑ 。 

下面是利用连续摆数法，采用中国象棋马步和兵步 [记为 ( ) ( )2, 1 1,H k j S k j+ + + − 步 ]，构成

6 3n m= + 阶超级幻方的过程。 
首先将自然数数列{n2}按顺序从上到下，从左到右排成 n 行 n 列方阵 

( )1 2, , ,n nZ z z z=  ，其中 ( )T, 1, 2, , 1iz i i i i n= + + + − ，(T 表示转置) 
称为自然数序列 n 阶方阵。其次对 Zn 进行行列编码的同步变换： 
令 ( ) { }( )3 2 3 1 3

0,0,0, , , , , ,0,0,0 , 2 1
i i ii d d d n

Q e e e i m
− −

= = + 
 

其中 ek 为第 k 个分量为 1，其余分量皆为 0 的单位向量。 

令
2 1 2 1

T

1 1

m m

n i n j
i j

F Q Z Q
+ +

= =

= ∑ ∑ 。设 ( ),n k j n n
F f

×
= ，又设 ( ),n k j n n

M m
×

= 。 
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设排列 ( ) ( )1 2 3, 2 , 4 , , 3 2 , , , , nn n n nV n n v v v v= − =  ， 

( )1 2 3
1 3 5 3 1, , , , , , , ,

2 2 2 2 n
n n n n

n n n nW w w w w
 + + + −

= = 
 

  ， 

接着引进变换： IV V= ， IW W=  { }( ): ; : ,i i i iIV Iv v Iw Iw w i n= = = ， 

{ }( )1 1: 1 , 1 , {2,3, ,n i in nPV Pv v Pv v i n−= − = − =   

( ) { }( )1 0, ,j jP V P P V P V IV j n−= = =  

{ }( )1 1: , , 2,3, ,i i nHW Hw w Hw w i n−= = =   

( ) { }( )1 0, ,j jH W H H W H W IW j n−= = =  

做变换： { } { }( )1 1, ,
, ,j j

k k
k j P v H w

f m k n j n− −→ = = ，于是 Mn 为 n 阶超级幻方。 

以 M9 的构造过程为例，首先将自然数序列方阵 Z9 进行行列编码的同步变换，Z9→F9，然后从 m9,5

开始按中国象棋马步[ ( )2, 1H k j+ + 步]排列 F9 的第一列“1，3，2，6，5，4，8，7，9”，此时“3”已

在方阵 M9 的最下边之外的 2 行上，可将方阵 M9 上下两边连成一圆筒，则“3”按马步走，放在 m2,6 的位

置上，接着排列“2，6，5，4”，此时“4”已在 M9 的最下边与最右边之外的格子上，可将方阵上下两

边连成一圆筒，再将左右两边连成一圆筒，于是“4”摆放在 m1,1 的位置上，接着按照马步继续摆放“8，
7，9”，F9 的第一列已排完；从“9”到“19”(F9 第二列第一个数)，按中国象棋兵步[ ( )1,S k j− 步]排列

(兵步称为列与列之间的过渡步)；F9 第二列从“19”到“27”均用马步排列，马步称为内连续步；一直

排到 F9 的最后一个数“81”。就得到一个 9 阶超级幻方 M9。用同样的方法可以构造 15 阶，21 阶，，

6m + 3 阶超级幻方。 
当 6 1n m= ± 时，设自然数序列方阵 ( ),n k j n n

Z z
×

= ，直接做变换： 

{ } { }( )1 1, ,
, ,j j

k k
k j P v H w

z m k n j n− −→ = =  

于是 Mn 为 n 阶超级幻方。 
当 n 为奇数(n > 3)时，将上述构造的的所有元素都减“1”，得到一个新的方阵 1

nM ，将 1
nM 的每个元

素按 n 进位，就得到两位数[高位数和低位数，其中 0,1,2, , 1n − 表示为 ( )00,01,02, ,0 1n − ]，其中高位

数方阵就是 An，是一个超级拉丁方；低位数方阵就是 Bn，也是一个超级拉丁方，而且 An 和 Bn 正交。 
于是， n n n nM nA B E= + + ，(其中 En 为所有元素全为“1”的 n 阶方阵)是 n 阶超级幻方。两种构造方

法是殊途同归的。 
6. 奇数阶超级幻方举例 

以下是据所述方法构造的 5 阶，7 阶，9 阶超级幻方及正交超级拉丁方示例。 

5

4 12 25 8 16

23 6 19 2 15

17 5 13 21 9

11 24 7 20 3

10 18 1 14 22

M

 
 
 
 =  
 
 
 
 

， 5

0 2 4 1 3

4 1 3 0 2

3 0 2 4 1

2 4 1 3 0

1 3 0 2 4

A

 
 
 
 =  
 
 
 
 

， 5

3 1 4 2 0

2 0 3 1 4

1 4 2 0 3

0 3 1 4 2

4 2 0 3 1

B

 
 
 
 =  
 
 
 
 

， 
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7

5 15 32 49 10 27 37
46 14 24 41 2 19 29
38 6 16 33 43 11 28
30 47 8 25 39 3 20
22 39 3 20 30 44 12
21 31 48 9 26 36 4
13 23 40 1 18 35 45

M

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

， 7

0 2 4 6 1 3 5
6 1 3 5 0 2 4
5 0 2 4 6 1 3
4 6 1 3 5 0 2
3 5 0 2 4 6 1
2 4 6 1 3 5 0
1 3 5 0 2 4 6

A

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

， 7

4 0 3 6 2 5 1
3 6 2 5 1 4 0
2 5 1 4 0 3 6
1 4 0 3 6 2 5
0 3 6 2 5 1 4
6 2 5 1 4 0 3
5 1 4 0 3 6 2

B

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

， 

9

4 18 38 67 81 20 49 36 56
77 25 48 32 61 3 14 43 66
60 8 10 42 71 73 24 53 28
65 76 27 47 31 63 2 13 45
30 59 7 12 41 70 75 23 52
37 69 80 19 51 35 55 6 17
54 29 58 9 11 40 72 74 22
16 39 68 79 21 50 34 57 5
26 46 33 62 1 15 44 64 78

M

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

， 9

0 1 4 7 8 2 5 3 6
8 2 5 3 6 0 1 4 7
6 0 1 4 7 8 2 5 3
7 8 2 5 3 6 0 1 4
3 6 0 1 4 7 8 2 5
4 7 8 2 5 3 6 0 1
5 3 6 0 1 4 7 8 2
1 4 7 8 2 5 3 6 0
2 5 3 6 0 1 4 7 8

A

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

， 

9

3 8 1 3 8 1 3 8 1
4 6 2 4 6 2 4 6 2
5 7 0 5 7 0 5 7 0
1 3 8 1 3 8 1 3 8
2 4 6 2 4 6 2 4 6
0 5 7 0 5 7 0 5 7
8 1 3 8 1 3 8 1 3
6 2 4 6 2 4 6 2 4
7 0 5 7 0 5 7 0 5

B

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

。 
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