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摘  要 

在交通和通信网络中，最短路径及其相关优化问题具有广阔的应用前景。而基于大规模网络的时变特性，

时变最短路问题被逐渐关注并且进行了广泛研究。另外，为保证传输性能，当最短路径中存在链路或节

点故障时，就需要对该路径进行快速恢复和重建，即需要根据故障影响范围制定切实可行的恢复机制使

网络正常运行。进一步，为了提高网络服务质量，需要尽量降低路径恢复成本。因此，本文对时变网络

中含有一条故障边的最短路径快速修复问题进行了研究，并提出了有效算法。该算法不仅保证了时变网

络中沿路径经过时边赋权函数的时间连续性，而且充分利用了时变最短路子图，在保证传输连续性的基

础上减少计算复杂度。最后得出，对于具有n个顶点和m条边的时变网络，算法的时间复杂度为

( )( )  t t tO T logα δ δ δ⋅ + ⋅ ，其中 tδ 表示路径所有出发时间区间内受影响区间点数目的最大值， tδ

表示所有出发时间区间内受影响区间点和受影响区间边总数的最大值。 
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Abstract 
In transportation and communication networks, the shortest path and its related optimization 
problems have broad application prospects. Based on the time-varying feature of large-scale net-
works, the time-varying shortest path problem has been gradually concerned and widely studied. 
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In addition, in order to ensure the transmission performance, when there is a link or node failure 
in the shortest path, it is necessary to quickly recover and reconstruct the path, that is, it is neces-
sary to formulate a feasible recovery mechanism according to the occurrence of failure to make 
the network operate normally. Further, in order to improve the quality of network service, it is 
necessary to minimize the cost of path recovery. Therefore, this paper studies the shortest path 
fast repair problem with a fault edge in time-varying networks, and proposes an effective algo-
rithm. The algorithm not only ensures the time continuity between edges along the path in the 
time-varying network, but also makes full use of the time-varying shortest path subgraph to re-
duce the computational complexity. Finally, for the time-varying network with n vertices and m 
edges, the time complexity of the algorithm is ( )( )  t t tO T logα δ δ δ⋅ + ⋅ , in which tδ  

represents the maximum number of affected interval nodes in all departure time intervals of the 
path, and tδ  represents the maximum number of affected interval nodes and affected interval 
edges in all departure time intervals. 
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1. 引言 

图论是建立网络拓扑模型的基本数学工具，在加权图中寻找最短路径是图论中最基本的问题之一，

该问题在通信网络、工厂设施布局以及超大规模集成电路设计中得到了广泛的应用[1] [2] [3] [4]。该问题

一般用来求解两顶点之间或从单一源点到其他所有点的最短路径。根据边权值是否为负，可以通过

Dijkstra 算法或 Bellman-Ford 算法求解[5]。 
然而当故障发生时，如何提高网络生存性并保持服务连续性是网络界面临的一个重大挑战。通常情

况下，为了降低路径恢复成本(时间或能耗)，设计路径恢复方案成为亟待解决的问题。如果在两个指定节

点之间存在多条路径，则可将其中一条路径视为主动路径，而另外的一条路径可当作备份路径。然而额

外构造起点到终点之间的备份路径通常会产生较高的时间复杂度。因此，局部修复的重要性尤为突出。

即如果在某个时间点或者某段时间内最短路径上的一个或者多个链路发生故障时，那么从链路故障处开

始寻找局部备份路径可以有效降低路径恢复时间。 
事实上，当故障发生时可视为将故障边的权值调整为无穷大，此过程通常被称为图更改，而该类问

题的更一般化版本包含权值增加、权值减少、边插入和边删除。后两种变化在概念上可以考虑为权值变

化的特殊情况。因此，如果变化过程只包含权值的增加和边的删除，被称为增量问题；如果它只包含权

值减小和边插入，被称为递减问题，这两类问题都属于半动态问题。当变化过程同时包含权值增加和权

值减小，则被称为完全动态问题。如果每次只有一条边发生改变，称为单边问题，而如果多条边同时改

变，则称为批处理问题。关于图中的这种动态最短路径问题已有大量的研究[6]-[13]。[1] [8] [12] [14]提出

了几种算法来解决单变问题。在[1] [11] [15]中考虑了批处理问题。其中，文献[12]中，Ramalingam 和 Reps
根据自适应参数 δ 来分析增量算法，该值可以衡量图改变规模的大小，并提出运行时间为

( )logO δ δ δ+ 的有效算法。同样，文献[14]给出了复杂性为 ( )logO m n 的有效算法，其中 n 为顶点数，
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m 为边数。 
在时变网络中，静态网络的最短路算法和路径恢复方案均不再适用，因此在时变网络中的路径优化

和恢复有很重要的研究意义。Li 等人[16]在 2019 年提出了一种在线近似技术 AT-Dijkstra 和自下而上压缩

方法，将跳标记方法(hop-labeling)扩展到时变环境中，并给出了相应的查询算法。Wang 等人[17]设计了

一个颇为有效的时变最短路径查询算法(TDSP)，用于查找任意出发时刻的最优路径，该算法的时间复杂

度是 ( )( )2 2log logfO k V Tα⋅ ⋅ ，其中 ( )Tα 表示总时间范围 [ ]0,T 被分为的子时间段个数。之后，基于 TDSP
查询算法，他们给出了一个时间间隔最短路径查询(TIP)算法，用于查找出发时间在一个固定时间段内的

最优路径并输出最优出发时刻，该算法的时间复杂度是 ( )( )22log fO k V Iα⋅ ⋅ 。基于此，本文将进一步研

究时变最短路径的快速恢复方案并给出算法框架，该算法时间复杂度为 ( )( )logt t tO Tα δ δ δ⋅ + ⋅   。 
本文主要使用了时变自适应参数 tδ 度量在 t 时刻出发时网络规模的变化量并在局部范围内对时变

路径进行修复，提出了在时变网络中修复最短路径的有效方法，通过选择受影响区间点和受影响区间边

减少了计算复杂度，进一步寻找到故障修复后的时变最短路。 
在给出主要算法的过程中，重点研究了时变赋权函数的应用，路径修复的时间连续性以及有效的时

间段划分，同时充分利用了自适应参数降低算法复杂度，并进一步说明了局部修复算法的有效性和应用

价值。 

2. 模型概述 

一个时变的网络通常都被模型化为一个时变的有向图 ( ), , ,G V E W T 。 
• V 是 G 的顶点集， V n= ； 
• E 是边集， E m= ； 
• ( ){ }:eW w t e E= ∈ ，其中 ( ) [ ]: 0,ew t T R+→ 表示边 e 关于出发时间 t 的时变旅行函数； 
• T 是给定的出发时间上界。 

本文考虑的时变是边权值随时间连续变化的情况，且边的权值表示边的经过时间。因此，在本文中，

边权函数被假定为是一个非负的连续线性分段函数。 
在该时变网络中， 1 nv v -路径被表示为 ( )

1 1 2, , ,
nv v nP t v v v= � ，表示在 t 时刻出发时从 1v 到 nv 的一条路

径。其中 1v 是路 ( )
1 nv vP t 的源点， nv 是路 ( )

1 nv vP t 的汇点。 

( )
1 1nv vP t

−
表示从 1 nv v -路 ( )

1 nv vP t 中删除点 nv 时形成的一条 1 1nv v − 子路径。 
现在我们定义路的旅行时间函数和到达时间函数。给定路 ( )

1 1nv vP t
−

，该路的旅行时间函数和到达时

间函数分别表示为 ( )
1v vnPw t 和 ( )

1v vnPl t 。 
• ( )

1v vnPw t 被递归地定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )11 1 1 1 1,v v v v v vn nn n nP P Pv vw t w t w l t
−− −

= + , 

其中 ( )
1v vnPw t 表示在 t 时刻出发时沿路径 ( )

1 1nv vP t
−

的旅行时间加上边 ( )1,n nv v− 的旅行时间。 
• ( )

1v vnPl t 被递归地定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )( )11 1 1 1 1,v v v v v vn nn n nP P Pv vl t l t w l t
−− −

= + , 

其中 ( )
1v vnPl t 表示在 t 时刻出发时沿路径 ( )

1 1nv vP t
−

到达 1nv − 的到达时间加上边 ( )1,n nv v− 的旅行时间。同时，

点 nv 沿路径 ( )
1 nv vP t 的到达时间函数被表示为： ( ) ( )

1 1v v v vn nP Pl t t w t= + 。特别地， ( )
1 1v vPl t t= 。 

本文中，令 ( )
1 nv v t 表示当出发时间为 t 时从 1v 到 nv 的所有路径集合。 ( )

1

*
nv vw t 表示当出发时间为 t 时

从 1v 到 nv 的最短旅行时间函数， ( )*
nvl t 表示当出发时间为 t 时 nv 的最早到达时间函数。则 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1

* min |
n nv v P v vw t w t P t t= ∈  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1

* min |
n nv P v vl t l t P t t= ∈  

假设 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1

* arg min |
n nv v P v vP t w t P t t= ∈ 。显然， ( ) ( ) ( )* 11

* *
n nv vn

v v vP
l t w t t w t t= + = + 。因此 ( )

1

*
nv vP t 称

为对应于 ( )
1

*
nv vw t 和 ( )*

nvl t 的路径。 
本文考虑的图均为无重边且无负环的简单有向图，且本文只考虑满足先进先出(FIFO)性质的网络，

即对于任意出发时刻 ,t t′，如果 t t′< ，则 ( ) ( )
1 1

* *
n nv v v vt w t t w t′ ′+ < + 。 

接下来，我们先给出时变网络中求单条最短路的两个问题定义。 
定义 2.1 (时变最短路径查询(TDSP) [17])。给定一个时变网络图 ( ), , ,G V E W T ，源点为 sv ，汇点为 dv ，

t 为出发时刻。TDSP 查询就是找出发时间 t 对应的最短旅行时间函数 ( )*
s dv vw t 和相应的最短路径 ( )*

s dv vP t 。 
定义 2.2 (时间间隔最短路径查询(TIP) [17])。给定一个时变网络图 ( ), , ,G V E W T ，源点为 sv ，汇点

为 dv ， [ ],I t t′= 为出发时间区间。TIP 查询就是找区间 I 内的最优出发时间 *t ，最短旅行时间函数 ( )* *
s dv vw t

和对应的最短路径 ( )* *
s dv vP t 。 

由于本文要解决的是时变单故障边最短路径修复问题，设故障为边 ( ),x yv v 在时间段 L 内发生故障，

则将该故障表示为 ( ), ,x yv v L =   。下面将给出本文要解决的问题定义。 
定义 2.3 (时变单故障边最短路径修复问题)。给定一个时变网络图 ( ), , ,G V E W T ，源点为 sv ，汇点

为 dv ，设故障 ( ), ,x yv v L =   ，则时变单故障边最短路径修复问题是在给定任意 后找出从 sv 到 dv 的

最短修复路径。 

3. 算法方案：单链路故障情形下找时变的故障修复最短路径 

3.1. 算法引入 

网络图 ( ), , ,G V E W T 中一般包含四种类型的图更改：权重增加、权重减少、边插入和边删除。本文

主要针对删边这种边的变化情况给出时变情形下的修复算法。主要符号及说明见表 1。 
 

Table 1. Main symbol and description 
表 1. 主要符号及说明 

符号 说明 

T 总出发时间区间 

[ ],L t t′ ′′=  故障时间段 

( ) ( ),i jv v
w t  当点 iv 的出发时间为 t 时边 ( ),i jv v 的旅行时间 

( ):iv t I  区间节点，当出发时间 t I∈ 时考虑点 iv  

( )( ), :i jv v t I  区间边，当出发时间 t I∈ 时考虑边 ( ),i jv v  

( ):SP t I  当 t I∈ 时从节点 sv 到其它所有点最短路构成的图 G 的最短路子图 

( ):iv Iδ −  iv 在最短路子图 ( ):SP t I 中的入度 

( ):
ivp t I  当 t I∈ 时 iv 在最短路图 ( ):SP t I 中的父节点 

( )*
ivl t  当 t I∈ 时从 sv 到 iv 的初始最早到达时间函数(故障发生前) 

( )
ivl t′  当 t I∈ 时从 sv 到 iv 更新后的最早到达时间函数(故障发生后) 
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Continued 

( )
ivl t  当 t I∈ 时从 sv 到 iv 更新过程中的最早到达时间函数 

( ):E t Iδ  当 t I∈ 时删除故障边 ( ),x yv v 造成的图 G 的受影响区间边集 

( ):V t Iδ  当 t I∈ 时删除故障边 ( ),x yv v 造成的图 G 的受影响区间点集 

( )iprec v  点 iv 在图 G 中的前继点 

( )isucc v  点 iv 在图 G 中的后继点 

 
在本文中，对于任意点 ( )iv V G∈ ，当出发时刻 t I∈ 时，将 ( ):iv t I 称为区间点，表示当出发时刻 t I∈

时考虑点 iv 。而对于任意边 ( ) ( ),i jv v E G∈ ，当出发时刻 t I∈ 时，将 ( )( ), :i jv v t I 称为区间边，表示当出

发时刻 t I∈ 时考虑边 ( ),i jv v 。 ( ):SP t I 表示当出发时刻 t I∈ 时从节点 sv 到其它所有点的最短路构成的图

G 的子图，称为当 t I∈ 时的最短路子图。由于本文的算法主要是对故障进行路径修复，因此，当某条边

发生故障时，不可避免地会有一些边或点受到影响。这就说明故障的发生会导致 ( ):SP t I 子图产生相应

的改变，比如删除某些受到影响的区间边或更新某些区间点的最早到达时间函数。进一步地，在本文中，

对任意点 ( )jv V G∈ ， ( )* :
jvl t I 表示为当出发时间 t I∈ 时从 sv 到 jv 的更新前的最早到达时间， ( ):

jvl t I 表

示为当出发时间 t I∈ 时从 sv 到 jv 的更新过程中的最早到达时间， ( ):
jvl t I′ 表示为当出发时间 t I∈ 时从 sv

到 jv 的更新后的最早到达时间。据此，我们给出本文中受影响区间点集和受影响区间边集的定义。 
定义 2.1 (受影响区间边集 ( ):E t Iδ )。在 ( ):SP t I 中，如果在时间段 L 内删除故障边 ( )( ), :x yv v t I 之

后，新的最短路子图中不存在经过 ( )( ), :i jv v t I 的时变 s jv v -路或经过边 ( )( ), :i jv v t I 但 ( ) ( )*: :
j jv vl t I l t I′ ≠ ，

则称边 ( )( ), :i jv v t I 为受影响区间边， ( ):E t Iδ 为当出发时间 t I∈ 时所有受影响区间边的集合。 
定义 2.2 (受影响区间点集 ( ):V t Iδ )。在 ( ):SP t I 中，如果在时间段 L 内删除故障边 ( )( ), :x yv v t I 之

后，以点 jv 为头节点的边是受影响区间边，则称点 jv 为受影响区间点， ( ):V t Iδ 为当出发时间 t I∈ 时所

有受影响区间点的集合。特别地，当删除故障边 ( )( ), :x yv v t I 后，若 ( ):SP t I 中不存在以 ( ):yv t I 为头节

点的边，则点 ( ):yv t I 本身也是一个受影响区间点。 
由于路径的重建首要考虑范围为在相应时间段内的受影响区域，所以用 tδ 表示路径所有出发时间区

间内受影响区间点数目的最大值，用 tδ 表示所有出发时间区间内受影响区间点和受影响区间边总数的

最大值。 

3.2. 主要算法和实现 

3.2.1. 算法描述 
由于本文的主要工作是在时变情形下修复最短路径，因此本文将故障发生前的最短路 ( )*P t 及每个点

对应的 ( )*
ivl t 作为一个输入，其中 ( )iv V G∈ ，该输入可由文献[17]中 TIP 算法直接得到，且该算法输出时

间段 I 的一个完全划分 1 2, , , hI I I� ，对每一个 ( )1, ,iI i h= � ，当出发时刻 it I∈ 时得到了最短 s dv v -路

( )* :i iP t I 和最短旅行时间函数 ( )* :
s dv v iw t I ，由此可得到最早到达时间函数 ( )* :

dv il t I 。 
在算法 1 中，首先对所有点 ( )iv V G∈ ，初始化 ( ) ( )*

i iv vl t l t= 以便更新到达时间函数(第 1 行)，由于算 
法中给定的故障为 ( ), ,x yv v L =   ，其中 [ ],L t t′ ′′= ，因此首先根据故障时间段 [ ],t t′ ′′ 以及故障边 ( ),x yv v

 
确定故障出发时间区间子集{ }kI (第 2 行)。这里，根据故障确定出发时间区间子集时， ( )*

yvl t 需要同时满

足以下两个条件： 

1) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )* * *
, ,

,
y x xx y x yv v vv v v v

l t t w l t t w l t′ ′′∈ + +  

https://doi.org/10.12677/aam.2021.1012486


薛小红，张淑蓉 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2021.1012486 4564 应用数学进展 
 

2) ( ) ( )* ,
yvl t t t′ ′′∈  

综合以上两式，得 ( ) ( ) ( )( )( )* *
,

,
y xx yv vv v

l t t t w l t′ ′′∈ + ，若将该函数值范围对应的自变量区间子集记为{ }kI ， 

则{ }kI 为故障对应的出发时间区间子集(第 2 行)。 
而对于任意点 ( )iv V G∈ ，由于 ( )*

ivl t 和 ( )
1

*
iv vP t 都是已知的，因此只要将所有点的最早到达时间函数

根据出发时间区间段再次统一分段就可得到不同时间段的最短路子图(第 3 行) (参考例 1)，并且每一个最

短路子图都记录了 ( )*
ivl t 和 ( )

1

*
iv vP t -路。这样，当某条边在某个时间段发生故障时，只需要选择受故障影

响的部分最短路子图进行相应修复即可，即只需要更新受影响区域，而无需对整个最短路子图都进行修

复，简化了算法过程。基于此，本文给出解决方案，见算法 1。 
例 1：假设给定时变网络图 ( ), , ,G V E W T ，见下图 1，其中图(a)是图结构 ( ) ( )( ),V G E G ，共包含 4

个顶点 5 条边，其中 ( ) { }1 2 3 4, , ,V G v v v v= ， 1v 为源点， 4v 为汇点，令 [ ]0,6kI T= = 。边 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 3 2 4 3 4, , , , , , , , ,v v v v v v v v v v 的旅行时间函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 41 3 2 3 3 4, ,, , ,, , , ,v v v vv v v v v vw t w t w t w t w t 分 

别见图(b)~(f)，下面给出当 kt I∈ 时求取最短路子图 ( ): kSP t I 的步骤。 
 

     

(a) ( ) ( )( ),V G E G                    (b) ( ) ( )1 2,v vw t                           (c) ( ) ( )1 3,v vw t  

  
(d) ( ) ( )2 3,v vw t                         (e) ( ) ( )2 4,v vw t                      (f) ( ) ( )3 4,v vw t  

Figure 1. Time varying network graph ( ), , ,G V E W T  

图 1. 时变网络图 ( ), , ,G V E W T  

 
首先利用𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇𝑇算法可以得到各个点的最早到达时间函数如下： 

( ) [ ]
1

* , 0,6 .vl t t t= ∈  

( ) [ ]
2

* 1, 0,6 .vl t t t= + ∈  

( )
[ )
[ )
[ ]

3

*

0.5, 0,0.5 ;
5 1.5, 0.5,0.875 ;

2, 0.875,6 .
v

t t
l t t t

t t

 + ∈
= − ∈
 + ∈
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( )
[ )
[ )
[ ]

4

*

3.5, 0,1.375 ;
0.2 4.6, 1.375,4 ;

3, 4,6 .
v

t t
l t t t

t t

 + ∈
= + ∈
 + ∈

 

( ) [ ]
1 1

*
1 , 0,6 .v vP t v t= ∈  

( ) [ ]
1 2

*
1 2, , 0,6 .v vP t v v t= ∈  

( )
[ )
[ )
[ ]

[ )
[ ]1 3

1 3
1 3*

1 3
1 2 3

1 2 3

, , 0,0.5 ;
, , 0,0.875 ;

, , 0.5,0.875 ;
, , , 0.875,6 .

, , , 0.875,6 .
v v

v v t
v v t

P t v v t
v v v t

v v v t

 ∈
 ∈ = ∈ =  ∈ ∈

 

( )
[ )
[ )
[ ]

[ )
[ ]1 4

1 2 4
1 2 4*

1 2 3 4
1 2 3 4

1 2 3 4

, , , 0,1.375 ;
, , , 0,1.375 ;

, , , , 1.375,4 ;
, , , , 1.375,6 .

, , , , 4,6 .
v v

v v v t
v v v t

P t v v v v t
v v v v t

v v v v t

 ∈
 ∈ = ∈ =  ∈ ∈

 

则当 [ ]0,6kt I T∈ = = 时，最短路子图 ( ): kSP t I 为： 

[ ]( )

( ) ( ) ( ) [ )
( ) ( ) ( ) [ )
( ) ( ) ( ) [ )
( ) ( ) ( ) [ )
( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) [ )
( ) ( )

1 2 1 3 2 4

1 2 1 3 2 4

1 2 2 3 2 4

1 2 2 3 3 4

1 2 2 3 3 4

1 2 1 3 2 4

1 2 2 3 2

, , , , , , 0,0.5 ;
, , , , , , 0.5,0.875 ;

: 0,6 , , , , , , 0.875,1.375 ;
, , , , , , 1.375,4 ;
, , , , , , 4,6 .

, , , , , , 0,0.875 ;
, , , ,

v v v v v v t
v v v v v v t

SP t v v v v v v t
v v v v v v t
v v v v v v t

v v v v v v t
v v v v v

 ∈


∈
= ∈
 ∈
 ∈

∈

= ( ) [ )
( ) ( ) ( ) [ ]

4

1 2 2 3 3 4

, , 0.875,1.375 ;
, , , , , , 1.375,6 .

v t
v v v v v v t




∈
 ∈

 

令 [ ) [ ) [ ]{ }0,0.875 , 0.875,1.375 , 1.375,6= ，则 是时间区间 [ ]0,6T = 的最大子集集合，且满足所有

点 ( )iv V G∈ 在每一个 的子集中都在同一个最短路子图中。 
在上述实例中，最短路子图有 3 个，而我们的算法中，由于时变网络的不确定性，将最短路子图的

个数记为 ( )Tα 。 
选出故障出发时间区间后确定对应的最短路子图 ( ){ }: kSP t I 后(第 3 行)，这就意味着算法只需要对选 

出的{ }kI 区间依次遍历。由于故障边是 ( )( ), :x y kv v t I ，因此，对于每一个区间 kI ，应首先将边 ( ),x yv v 从

( ): kSP t I 中删除(第 5 行)并减小 ( ):y kv t I 的入度值 ( )( ):y kv t Iδ − (第 6 行)，再判断 ( ):yv t I 在当前最短路 

子图中的入度值。若删边之后入度值为 0，说明 ( ):y kv t I 的最早到达时间函数需要更新，即 ( ):y kv t I 此

时是一个受影响区间点(第 7 行)。 
因此，当给定 ( )* :

iv kl t I 、 ( ): kSP t I 时，假设故障 ( )( ), ,x yv v L= ，则会出现以下两种情况： 

Case 1. ( ) ( ), :x y kv v SP t I∈ 且 ( )( ): 1y kv t Iδ − =  

说明故障边的出现导致 ( )*
ivl t 和 ( )SP t 都需要进行更新，即算法的主要部分； 

Case 2. ( ) ( ), :x y kv v SP t I∉ 或 ( )( ): 1y kv t Iδ − >  

说明故障时间段对初始最优路没有影响，无需对最短路子图更新，直接删除故障边。 
接下来，针对 Case 1 给出更新最早到达时间函数的算法，主要分为两个子算法： 
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算法 2：通过故障识别受影响区间点和受影响区间边 
当出发时刻 kt I∈ 时，由于故障边为 ( ),x yv v ，因此 ( )( ), :x y kv v t I 是受影响区间边。当从 ( ): kSP t I 中 

删除边 ( ),x yv v 后点 yv 的入度大于 1，说明不需要更新解，但当点 yv 的入度为 0，则说明点 ( ):y kv t I 是受 

影响区间点，因此初始化工作点集 ( ){ }:y kJ v t I= ，受影响点集 ( ): kV t Iδ = ∅  (第 1~2 行)。这里， ( ):i kv t I
被称作区间点，表示当出发时刻 kt I∈ 时考虑点 iv 。其中，工作点集 J 中存储一些已经识别为受影响区间

点但并未进行处理的点。初始 J 中只有 ( ):y kv t I ，因此在后续的算法过程中，从 ( ):y kv t I 开始依次处理 J
中的点(第 3~14 行)。而每次当点 ( ):i kv t I J∈ 被处理完之后，相应地将 ( ):i kv t I 从 J 中移除，并将以 iv 为

头节点的 ( ): kSP t I 边都删除(受影响区间边) (第 4~5 行)。依次进行这样的迭代直到得到区间 kI 内的完整

受影响区间点集 ( ): kV t Iδ 。 
算法 3：更新受影响区间点的最早到达函数和最短路子图 
算法 3 主要利用了 Dijkstra 优先搜索思想来更新受影响区间点的最早到达时间函数。由于本文考虑

的最短路子图是从源点到其它所有点的最短路，因此当已知任意区间点 ( ):i kv t I 更新前的最早到达时间

函数 ( )* :
iv kl t I 时，我们可以运用已知的最早到达时间函数和最短路子图的结构来更新受影响区间点的最

早到达时间函数 ( ):
iv kl t I′ 。 

算法 3 用到的两个主要步骤： 
1) 根据不受影响区间点的最早到达时间函数更新受影响区间点的最早到达时间函数(考虑前向边) 

(第 2~10 行) 
2) 考虑受影响区间点发出的边导致的最早到达时间函数(考虑后向边) (第 11~23 行) 
步骤 1 的主要思想参考下图 2 故障边删除模型，A、B 分别代表在区间 kI 内的不受影响区间点集

( ): kV t Iδ 和受影响区间点集 ( ): kV t Iδ ， ( )( ), :x y kv v t I 是受影响区间边， ( ) ( ): :y k kv t I V t Iδ∈ ， 

( ) ( ): :x k kv t I V t Iδ∈ ， ( ) ( ): :a k kv t I V t Iδ∈ 。当 kt I∈ 时，由于对于任意点 ( ) ( ): :x k kv t I V t Iδ∈ ， ( )* :
xv kl t I

 
是已知的且不需要更新，因此当 ( ) ( ): :y k kv t I V t Iδ∈ 时，假设当 kt I∈ 时初始的最优 s yv v -路经过边 ( ),x yv v ，

且点 ( ):y kv t I 的最早到达时间函数 ( ) ( ) ( ) ( )( )* * *
,

: : :
y x xx yv k v k v kv v

l t I l t I w l t I= + 。假设对于点 ( ):y kv t I ，当

k kI I⊆ 时，此时找到的当前最优不受影响的前继点为 ( ):a kv t I ，则更新新的 s yv v -路，此时该条路经过边 

( ),a yv v ，且新的 ( ) ( ) ( ) ( )( )* *
,

: : :
y a aa yv k v k v kv v

l t I l t I w l t I= + 。这样，通过这种思想就可以初步更新受影响区 

间点的最早到达时间函数。因此，对于每个受影响区间点 ( ):b kv t I ，依次选取最优的不受影响区间点

( ){ }:a kv t I ，其中 k kI I⊆ ，且{ }kI 是 kI 的完全划分(第 3 行)，并将边 ( )( ){ }, :a b kv v t I 加入到 ( ){ }: kSP t I 中

(第 4 行)。最后，将更新过的区间点 ( ):b kv t I 放入 Q 中并更新 ( ){ }:b kv t I 的最早到达时间函数(第 5~9 行)。 
 

 
Figure 2. Fault edge deletion model 
图 2. 故障边删除模型 

 
在步骤 2 中(第 11~23 行)，对于每一个受影响区间点 ( ):i kv t I Q∈ ，在第 2~10 行已经根据不受影响

区间点集中的最早到达时间函数进行了初步更新。因此，在此步骤中，首先根据这些点的最早到达时间

函数选取每个区间 kI ′中值最小的点，将选出的这些区间点记为 ( ){ }:b kv t I ′ ，其中 k kI I′ ⊆ ，且{ }kI ′ 是 kI 的
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完全划分。这就说明 ( ){ }:b kv t I ′ 已是最优区间点，之后无需再进行更新，因此从 Q 中取出(第 13 行)。而

对于选出的区间点 ( ){ }:b kv t I ′ ，由于本文修复的是最短路子图，因此首先根据前继点判断入度是否为非 0，
即是否在 k kI I′′ ′⊆ 中存在不同的 s bv v -路但具有相同的到达时间(第 15~17 行)。最后，根据已经选出的最优

区间点 ( ){ }:b kv t I ′ 更新后继点的最早到达时间函数(第 18~21 行)，继续迭代直到 Q 中的元素为空。步骤 2
的主要思想是 Dijkstra 优先搜索，每次选取当前最早到达的点进行向后探搜索，直到所有的受影响区间

点都被遍历完。 

在算法 1 中，第 2 行 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ){ }* * *
,

arg min | ,
y y xx yv v vv v

l t l t t t w l t′ ′′∈ + 表示返回值函数 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ){ }* * *
,

| ,
y y xx yv v vv v

l t l t t t w l t′ ′′∈ + 对应的自变量区间，即出发时间区间。第 12 行 

( ){ } ( ) ( ){ }: arg min : | :
ib k v k i kv t I l t I v t I Q′ = ∈ 表示返回在 Q 中具有最早到达时间函数的区间点集合 

( ){ }:b kv t I ′ ，这里{ }kI ′ 是 kI 的完全划分，复杂度为 ( )( )logO T nα ，其中 n 为 Q 中元素的个数， ( )Tα 是

每个函数操作所需的时间代价，参考例 2。算法 2 中第 7 行 ( ) ( )( ), : ,Insert :
bb k v kQ v t I l t I 表示如果 ( ):b kv t I

在 Q 中，则更新 ( ):
bv kl t I ，如果不在 Q 中，将 ( ):b kv t I 以及对应的最早到达时间函数 ( ):

bv kl t I 放入𝑄𝑄中，

第 20 行 ( ) ( )( ), :Update , :
cc k v kQ v t I l t I′′ ′′ 则表示更新 Q 中 ( ):c kv t I ′′ 对应的最早到达时间函数 ( ):

cv kl t I ′′ 。 
例 2：argmin 解释：设 [ ]0,3T = ，且 

( ) [ ]
1

: 2, 0,3 .vl t T t= ∈  

( ) [ )
[ ]2

1, 0, 2 ;
:

3, 2,3 .v

t t
l t T

t
 + ∈=  ∈

 

则： 

[ ]( ) [ ]( ){ } [ )( )
[ ]( )1 2

2

1

: 0,1 ;
arg min : 0,3 , : 0,3

: 1,3 .
v v

v t
l t l t

v t

= 


 

令 [ ) [ ]{ }0,1 , 1,3= ，则 是时间区间 [ ]0,3kT I= = 的最小子集合，且满足在每一个子区间内仅存在

一个点 iv 使得 ( ) ( ){ }: arg min :
ii vv t T l t T= 。 

3.2.2. 算法方案 
本节中，算法 1 针对本文问题给出了主要算法方案，算法详细描述参考 3.3.1。 
 

算法 1：单链路故障情形下找时变的故障修复最短路径 

输入： ( ) ( ){ } ( ) ( )* *, , , , , , , ,
is d vG V E W T v v l t P t SP t ，其中 ( )iv V G∈ ， t T∈ ， ( ), ,x yv v L =   ，其中 [ ],L t t′ ′′=  

输出： ( )P t′ -路 

1. 初始化： ( ) ( )*
i iv vl t l t=  

2. { } ( ) ( ) ( ) ( )( )( ){ }* * *
,

arg min | ,
y y xx yk v v vv v

I l t l t t t w l t′ ′′= ∈ +  

3. 求 ( ){ }: kSP t I  

4. for{每个区间 kI } do 

5.   从 ( ): kSP t I 中删除边 ( ),x yv v  
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Continued 

6.  ( )( ) ( )( ): : 1y k y kv t I v t Iδ δ− −= −  

7.   if{ ( )( ): 0y kv t Iδ − = } then 

8.    执行算法 2 
9.    执行算法 3 
10.    ( ) ( ): :

b bv k v kl t I l t I′ ′′ ′′=  
11.      endif 
12.  endfor 
 

接下来，算法 2 根据最短路子图给出识别受影响区间点以及删除受影响区间边的算法方案。 

 

算法 2：识别受影响区间点，删除受影响区间边 

1. ( ){ }:y kJ v t I=  

2. ( ): kV t Iδ = ∅  

3. while { J ≠ ∅ } do 

4.   从 J 中删除 ( ){ }:i kv t I  

5.   从 ( ): kSP t I 中删除边 ( ),z iv v  

6.   ( ) ( ): ,k i kV t I v Iδ ←  

7.   ( ):
yv kl t I = ∞  

8.  for{每个满足 ( ) ( ), :i j kv v SP t I∈ 的区间点 ( ):j kv t I } do 

9.    从 ( ): kSP t I 中删除边 ( ),i jv v , ( )( ) ( )( ): : 1j k j kv t I v t Iδ δ− −= −  

10.   if{ ( )( ): 0j kv t Iδ − = } then 

11.     ( ):j kJ v t I←  
12.   endif 
13.   endfor 
14. endwhlie 

 
最后，算法 3 给出了更新最早到达时间函数的算法实现方案。 
 

算法 3：更新从 sv 到 bv 的最早到达时间函数，更新 ( ): kSP t I ，其中 ( ) ( ): :b k kv t I V t Iδ∈  

1. Q = ∅  

2. for{每个区间点 ( ) ( ): :b k kv t I V t Iδ∈ } do 

3.   ( ){ } ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }* *
,: min : : | , , :

b a aa bv k v k v k a b a kv vl t I l t I w l t I v v E G v V t Iδ= + ∈ ∉ ，其中{ }kI 是 kI 的完全划分 

4.   将 ( ){ },a bv v 边插入 ( ): kSP t I  

5.  for{每个 ( ):
bv kl t I } do 

6.   if{ ( ):
bv kl t I ≠ ∞ } then 

7.     Insert ( ( ) ( ), : , :
bb k v kQ v t I l t I ) 

8.   endif 
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Continued 
9.   endfor 
10. endfor 
11.whlie{ Q ≠ ∅ } do 

12.  ( ){ } ( ) ( ){ }: arg min : | :
ib k v k i kv t I l t I v t I Q′ = ∈ ，其中{ }kI ′ 是 kI 的完全划分 

13.  从 Q 中删除 ( ){ }:b kv t I ′  

14. for{每个 ( ):b kv t I ′ } do 

15.  for{每个满足 ( ) ( ) ( )( ) ( ),: : :
a a ba bv k v k v kv vl t I w l t I l t I′′ ′′ ′′+ = 的点 ( )a bv prec v∈ , k kI I′′ ′⊆ } do 

16.    将边 ( ),a bv v 插入到 ( ): kSP t I ′′ , ( )( ) ( )( ): : 1b k b kv t I v t Iδ δ− −′′ ′′= +  

17.   endfor 
18.   for{每个满足 ( ) ( ) ( )( ) ( ),: : :

b b cb cv k v k v kv vl t I w l t I l t I′′ ′′ ′′+ < 的点 ( )c bv succ v∈ , k kI I′′ ′⊆ } do 

19.    ( ) ( ) ( ) ( )( ),: : :
c b bb cv k v k v kv vl t I l t I w l t I′′ ′′ ′′= +  

20.    Update( ( ) ( ), : , :
cc k v kQ v t I l t I′′ ′′ ) 

21.   endfor 
22.  endfor 
23. endwhlie 

4. 算法正确性分析 

为方便描述，后续的证明均以出发时刻 kt I∈ 的情况进行说明，其中这里的 kI 表示任意出发时间区间。

另外，再次需要强调的是，当 kt I∈ 时，对任意点 ( )iv V G∈ ， ( )* :
iv kl t I 、 ( ):

iv kl t I 和 ( ):
iv kl t I′ 分别表示

更新前、更新过程中和更新后的最早到达时间函数。 
观察：在更新最早到达时间函数操作之前，以下的两个性质是成立的： 
1) 对于任意点 ( )iv V G∈ 及 kt I∈ ，从 sv 到 iv 的最早到达时间函数被正确存储，即 ( ) ( )*: :

i iv k v kl t I l t I= 。 
2) ( ): kSP t I 是当 kt I∈ 时以源点 sv 为源节点的最短路子图，即对于任意点 ( )iv V G∈ 及 kt I∈ ，在

( ): kSP t I 中从 sv 到 iv 的路就是最短路。 
为了证明算法的正确性，我们将说明在算法执行完后上面两个性质仍然成立。 
引理 4.1 ( ), , ,G V E W T 为给定时变网络图，如果删边操作在边 ( ),x yv v 上执行，且性质 1、2 成立，

则对任意出发时间 kt I∈ ，算法 2 正确处理了所有点。 
下面我们将证明更新算法(即算法 3)的正确性。 
引理 4.2 给定时变网络图 ( ), , ,G V E W T ，如果删边操作在边 ( ),x yv v 上执行，当出发时间 kt I∈ 时，

则该算法对任意区间点 ( ):i kv t I Q∈ 正确地以非递减顺序计算了 ( ):
iv kl t I 。 

证明：对于任意点 ( ):i kv t I Q∈ ，假设点 ( ):j kv t I 为从 Q 中取出不满足非递减顺序的第一个点(算法

3 第 12 行)。令当 kt I∈ 时从 Q 中先取出 iv 再取出 jv ，由假设可知， ( ) ( ): :
j iv k v kl t I l t I< 。当 jv 从 Q 中取 

出时， ( ):
jv kl t I 已经被计算过(算法 2 第 3 行)，即 ( ) ( ) ( ) ( )( )* *

,
: : :

j a aa jv k v k v kv v
l t I l t I w l t I= + ，其中 jv 满足

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )*
,

: : : : :
j a a a aa jv k v k v k v k v kv v

l t I l t I w l t I l t I l t I= + > = 。因此， ( ) ( ) ( ): : :
a j iv k v k v kl t I l t I l t I< < 。由 

算法 3 第 12 行的取点规则可知，点 av 比点 jv 先从 Q 中取出，且 jv 的优先性和最早到达时间函数被正确

更新(算法 3 第 20 行)，且 jv 的更新在点 iv 之前，但这与假设矛盾，因此假设不成立。 
引理 4.3 给定时变网络图为 ( ), , ,G V E W T ，如果删边操作在边 ( ),x yv v 上执行，且性质 1、2 成立，

则算法 3 执行完毕之后性质 1、2 仍然成立。 
证明：引理 4.1 首先说明了算法 2 正确处理了所有点。接下来，对于任意受影响区间点 ( ):b kv V t Iδ∈ ，
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执行第算法 2 第 2~10 行，由于点 av 在 kI 区间内是不受影响区间点，因此该操作保证了 ( ):i kv t I 在所有区

间的当前最优前继点 av 被选出，并将此时的 ( ):
iv kl t I 记录下来供后续步骤使用。现在说明对于满足算法

3 中第 15 行和第 18 行条件的点，在算法 3 执行完毕之后性质 1、2 仍然成立。 
对于满足算法 3 中满足 15 行条件的任意点 iv ，根据引理 4.2 可得 ( ) ( )* : :

a av k v kl t I l t I′= ，又由于

( ) ( ) ( )*: : :
b b bv k v k v kl t I l t I l t I′= = ，因此 ( ):b kv t I 的到达时间在第 38 行不会被增加，因此，对于满足条件

第 38 行的任意点 bv ，性质 1、2 成立。 
为了证明满足算法 3 中第 18 行条件的点 bv 在算法 3 执行完毕之后性质 1、2 仍然成立，即

( ) ( ): :
b bv k v kl t I l t I′= ，下面我们分别证明 ( ) ( ): :

b bv k v kl t I l t I′≥ 和 ( ) ( ): :
b bv k v kl t I l t I′≤ 。 

要证明 ( ) ( ): :
b bv k v kl t I l t I′≥ ，首先证明如下断言成立： 

断言：在算法 3 的执行过程中，当点 bv 的到达时间函数不是无穷大时(算法 3 第 6 行)， bv 的优先性

就是在删边之后的图中从源点到点 bv 的最早到达时间函数。 
证明：首先，在算法 2 中，当区间点 ( ):b kv t I 被插入到 Q 中时，它的优先性是 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )* *
, ,: : : : :

a a a a ba b a bv k v k v k v k v kv v v vl t I w l t I l t I w l t I l t I′+ = + ≥ ，其中 ( ):a kv t I 是满足第 3 行条件的 

( ):b kv t I 最优的不受影响邻居区间点且 ( ) ( )*: :
a av k v kl t I l t I′ = 。 ( ):b kv t I 的优先性对应于在删边之后的

( ): kSP t I 子图中从 sv 到 bv 的最早到达时间函数。这就说明在算法 2 结束后我们的陈述仍然是正确的。 
假设我们给出的断言在算法 3 的执行中不正确。设 ( ):b kv t I 是在 Q 中使得陈述不正确的具有最小优

先性的点， ( ) ( ) ( ) ( )( ),: : :
b a aa bv k v k v kv vl t I l t I w l t I= + 。由于我们假设断言不正确，即 ( ):

bv kl t I 不是在删边

之后的 ( ): kSP t I 子图中从源点 sv 到 bv 的最早到达时间函数，即 ( ) ( ): :
b bv k v kl t I l t I′< 。由于该陈述对于区

间点 ( ):b kv t I 在算法 3 开始的时候是正确的，这就意味着在 Q 中 ( ):b kv t I 的优先性已经改变为

( ) ( ) ( )( ),: :
a aa bv k v kv vl t I w l t I+ (第 3 行)。通过假设，当点 av 从 Q 中取出， ( ):

bv kl t I 就是在删边之后的新图

中从源点从 sv 到 bv 的最早到达时间函数。这与假设矛盾，所以断言成立。下面只需证明

( ) ( ): :
b bv k v kl t I l t I′≤ 。 

假设 ( ):b kv t I 是第一个从 Q 中取出来但 ( ):
bv kl t I 不是最优的点，也就是 ( ) ( ): :

b bv k v kl t I l t I′> 。令

( ):a kv t I 是 ( ):b kv t I 在 ( ): kSP t I 中的父节点，其中点 ( ):a kv t I 被正确处理，即 

( ) ( ) ( ) ( )( ),: : :
b a aa bv k v k v kv vl t I l t I w l t I′ ′ ′= + 。通过引理 4.2 及 ( ) ( ): :

a bv k v kl t I l t I′ ′< ，我们推得：当 av 满足第 18
行时，由于 bv 是第一个满足 ( ) ( )* : :

a av k v kl t I l t I′= ， ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),: : : :
b a a ba bv k v k v k v kv vl t I l t I w l t I l t I′> + = 的点，

这说明 ( ):a kv t I 优先 ( ):b kv t I 从 Q 中取出。另外，当 ( ):
av kl t I 被正确计算之后，第 18 行就考虑边 ( ),a bv v ，

且更新 bv 的最早到达时间函数 ( ):
bv kl t I 为 ( ) ( ) ( )( ),: :

a aa bv k v kv vl t I w l t I+ (第 18 行)。这与 ( ):
bv kl t I 不是最优

矛盾。 
因此，该引理得证。 

5. 算法复杂性分析 

边权增加的修复最短路(即增量算法)最坏情况下运行时间为 ( )logO δ δ δ+ 。其中 δ 表示受影响区

间点的数目， δ 表示受影响区间点和受影响区间边的总数，该复杂度分析见[12]。基于这种自适应参数

的思想，下面给出本文中算法的复杂度分析。 
在算法 1 中，第 1~3 行的运行时间为 ( )1O ，由于在本文中，故障的出发时间区间集为{ }kI ，对于每

个区间 kI ，我们令 ( )max : k tV t Iδ δ= ，表示所有出发时间区间内受影响区间点数目的最大值，相应地，

tδ 表示所有出发时间区间内受影响区间点和受影响区间边总数的最大值。第 3 行的 for 循环最多执行

( )Tα 次，下面分析算法 2 和算法 3 的复杂度。 
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在算法 2 中，第 3 行的 while 循环最多执行 tδ 次，而第 8 行的 for 循环最多执行 ( )bsucc v 次，其余 

操作的复杂度均为 ( )1O ，因此算法 2 的总复杂度为 ( )( )( ) ( ):b k bv V t I tO succ v O
δ

δ
∈

=∑ ，其中 tδ 表示所有 

出发时间区间内受影响区间点和受影响区间边总数的最大值。在算法 3 中，第 2 行最多执行 tδ 次，第 3
行最多执行 ( )( )log bprec v 次，由于 ( )bprec v 为常数，故时间复杂度为 ( )1O 。第 11 行最多执行 tδ 次，第

12 行的操作复杂度为 ( )log tO δ ，因此算法 3 的总复杂度为： logt tδ δ⋅ 。 
故该算法的总复杂度为： ( )( )logt t tO Tα δ δ δ⋅ + ⋅   。 
由此可见，在大规模的时变网络中，当故障影响范围较小或者故障持续时间较短时，本文提出的算

法具有较优的复杂性。 

6. 结语 

本文研究了单链路故障情形下找时变的故障修复最短路径问题，当给定任意链路故障ℱ之后，本文

基于原始的时变最短路径进行修复进而找到新的时变最短路径，以保证网络的生存性和服务质量要求。

针对该问题，本文给出一个灵活且高效的算法解决该问题，该算法不仅利用了最短路子图的思想和自适

应参数降低了计算复杂度，而且在路径修复过程中有效利用了时间段划分并保证了节点之间传输的连续

性，最后证明了该算法的正确性并计算得到该算法的时间复杂度为 ( )( )logt t tO Tα δ δ δ⋅ + ⋅   ，其中

( )max : kt V t Iδδ = ，表示所有出发时间区间内受影响区间点数目的最大值， tδ 表示所有出发时间区间

内受影响区间点和受影响区间边总数的最大值， ( )Tα 是每个函数操作所需的时间代价。 
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