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摘  要 

一个多重处理器系统的诊断度是一个非常重要的研究课题，它是度量多重处理器系统故障诊断的重要参

数。作为重要的互连网络拓扑结构，k元n立方体具有许多良好的性质。在本文中，我们研究了k元n立方

体 ( )k
nQ n k3, 6≥ ≥ 在MM*模型下的局部诊断度，证明了 ( )k

nQ n k3, 6≥ ≥ 即使存在 n2 2− 条遗失边仍具有

强局部诊断性，并且证明了 n2 2− 是最优值。 
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Abstract 
Diagnosability is an important research subject and parameter in measuring the fault diagnosis of 
multiprocessor systems. As a celebrated topology structure of interconnection networks, a k-ary 
n-cube k

nQ  has numerous great properties. In this paper, we study the diagnosability of k-ary 

n-cubes k
nQ  and demonstrate that ( )k

nQ n k3, 6≥ ≥  possesses the strong property even if there 
exist n2 2−  missing edges in it under the MM* model and the result is optimal with respect to the 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2022.112084
https://doi.org/10.12677/aam.2022.112084
http://www.hanspub.org


王世英 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.112084 791 应用数学进展 
 

number of missing edges. 
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1. 引言 

大部分多重处理器系统都以互连网络作为基本的拓扑结构并且通常用图来表示一个互连网络，其中

顶点代表处理器，边代表处理器之间的通信链路。我们用图和网络互换。对于多重处理器系统来说，其

网络拓扑性质的研究是非常重要的。诊断度是度量多重处理器系统故障诊断能力的重要参数，它是互连

网络中热门的研究课题之一。此外，在系统中，一些处理器可能是故障的。所以，为了保证计算机系统

的可靠性，系统中的故障处理器应该被诊断出来，处理故障系统的第一步是故障识别，在多重处理器系

统中存在的故障处理器在此步中一一被识别出来，这一识别过程被称为系统的诊断。在之前的研究中，

研究者已经提出了许多系统诊断模型，其中被广泛使用的是比较模型(MM 模型)。MM 模型是由 Malek
和 Maeng [1]首次提出的。后来，Sengupta 和 Dahbura [2]提出了 MM*模型，它是 MM 模型的一个特例。

Dahbura 和 Masson [3]提出了一个时间复杂度为 ( )2.5O n 的算法。在故障处理器的数量不超过 t 的情况下，

如果所有故障的处理器能够被识别出来并且不被替换，我们就称这个系统是 t-可诊断的。一个系统 G 的

诊断度 ( )t G 是使得 G 是 t-可诊断的 t 的最大值[4] [5] [6] [7]。 
在之前的研究中，人们一直考虑的是一个多重处理器系统的全局诊断度。在文献[8]中，Hsu 和 Tan

首次提出了一种测量多重处理器系统 G 的局部诊断度的概念。这种新的概念研究的是每个处理器的局部

性质而不是全局性质。如果我们只考虑全局故障或无故障状态，我们就会失去系统的一些细节。在文献

[9]中，Chiang 和 Tan 提出了一种有用的确定系统诊断度的新方法，即延展星结构法。该方法可以保证节

点的诊断性，并给出了比较诊断模型(MM 模型)下局部可诊断性的充分条件，他们发现在局部诊断性和传

统的诊断性之间存在很强的关系。如果系统 G 中每个点的局部诊断性等于它的度，那么系统 G 具有强局

部诊断性。根据这个概念，强局部诊断性被广泛研究。在文献[10]中，Chiang 等人证明了 ( )4n n ≥ 维星图

的诊断性是 1n − ，且即使它存在 3n − 条遗失边，仍保持强局部诊断性。后来，Cheng 等又研究了置换树

生成的 Cayley 图[11]和 ( ),n k 星图和 2 树生成的 Cayley 图[12]。在 2018 年，Wang 和 Ma [13]证明了交错

群图 nAG 在 MM*模型下即使存在 2 7n − 条遗失边，仍保持强局部诊断性。2020 年，Wang 和 Ma [14]证
明了排列图 ,n kA 在 MM*模型下即使存在 ( )( )1 1k n k− − − 条遗失边，仍保持强局部诊断性，且证明了

( )( )1 1k n k− − − 是最优值。2020 年，Zhou [15]等人证明了扩展 k 元 n 立方体 k
nXQ 在比较模型下即使存在

4 5n − 条遗失边，仍保持强局部诊断性。2020 年，Feng [16]等人证明了轮图 nCW 在 MM*模型下即使存在

2 4n − 条遗失边，仍保持强局部诊断性，且证明了 2 4n − 是最优值。2021 年，Fan [17]等人证明了 nQ 在

MM*模型下即使存在 2n − 条遗失边仍具有强局部诊断性，并且证明了 2n − 是最优值。同时，他们证明

了 nFQ 在 MM*模型下即使存在 1n − 条遗失边仍具有强局部诊断性，并且证明了 1n − 是最优值。 
k 元 n 立方体 k

nQ 有许多良好的性质。比如点传递性[18]，边传递性[19]，小直径[20] [21]等。在这篇

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2022.112084
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


王世英 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.112084 792 应用数学进展 
 

文章中，我们证明了 k
nQ 的诊断度是 2n，且在 MM*模型下即使存在 2 2n − 条遗失边，仍保持强局部诊断

性并且是最优的。 

2. 基本概念 

多重处理器系统被表示为一个无向的简单图 ( ),G V E= ，其中 ( )V V G= ， ( )E E G= ，分别表示图 G
的顶点集和边集，且顶点集 ( )V G 代表处理器，边集 ( )E G 代表处理器之间的通信链路。对于任意的非空

顶点子集V V′ ⊂ ，则以两端点均在V ′中的边的全体为边集所组成的子图，称为V ′在 G 中的导出子图，

记作 [ ]G V ′ 。 ( )Gd v 是指 G 中与 v 关联的边的数目， ( )Gδ 表示 G 中顶点的最小度。对于 G 中任意一个

顶点 v，都有 ( )Gd v k= ，则称图 G 是 k-正则的。对于任意 v V∈ ， ( )GN v 表示 G 中与 v 相邻的所有顶点

组成的集合。对于 ( )Gu N v∈ ，u 称为 v 的一个邻点。对于邻集、度等这些概念，在没有歧义产生时，我

们通常省略图的下标。G 的一条途径是指一个有限非空序列 0 1 1 2 2 n nP v e v e v e v=  ，它的项交替地为顶点和

边，使得对1 i n≤ ≤ ， ie 的端点是 1iv − 和 iv ，称 P 是从 0v 到 nv 的一条途径。 0v 和 nv 分别称为 P 的起点和

终点，整数 n 称为 P 的长。若途径 P 的顶点 0 1, , , nv v v 互不相同，则 P 称为路。我们用 0 1, , , nP v v v= 

表示一条长为 n 的起点是 0v ，终点是 nv 的路。如果把 G 的点集任意划分为两个非空子集 X 和 Y，总存在

一条边满足其中一个端点在 X 中，另一个端点在 Y 中，那么 G 是连通的。一个图 G 的连通度 ( )Gκ 和边

连通度 ( )Gλ 分别是把图 G 变成一个不连通图或仅一个点所需移除的点和边的最小数量。一个二部图是

一个点集能分解成两个子集 X 和 Y 的图，使得每条边都有一个端点在 X 中，另一个端点在 Y 中，这样的

划分 ( ),X Y 被称为图的一个二分类。一个图 1G 与另一个图 2G 同构(记为 1 2G G≅ )当且仅当存在一个双射

( ) ( )1 2:V G V Gϕ → 使得对于任意两个顶点 ( )1,u v V G∈ ， ( )1uv E G∈ ， ( ) ( ) ( )2u v E Gϕ ϕ ∈ 。文中其他未

定义而直接使用的符号和术语参见文献[22]。 

3. MM*模型 

在 MM 模型中，一个处理器发送同样的任务给一对不同的邻点，然后比较它们的反应结果。一个系

统 ( ) ( )( ),G V G E G= 的比较方案被建模为一个多重图，用 ( )( ),M V G L= 表示，其中 L 是被标记的边集。

一条被标记的边 ( ), wu v L∈ 代表用一个顶点 w 去比较两个相邻顶点 u 和 v，这意味着 ( ),uw vw E G∈ 。如果

节点 w 是非故障的(故障的)，那么测试结果是可靠的(不可靠的)。如果 ,u v F∈ 且 ( ) \w V G F∈ ，则

( ), 1wu v → 。如果 u F∈ 且 ( ), \v w V G F∈ ，则 ( ), 1wu v → 。如果 v F∈ 且 ( ), \u w V G F∈ ，则 ( ), 1wu v → 。

如果 ( ), , \u v w V G F∈ ，则 ( ), 0wu v → 。 ( )( ),M V G L= 中所有比较结果的集合称为诊断的症候，用σ 表

示。如果比较 ( ), wu v 的结果不一致，则 ( )( ), 1wu vσ = ；否则， ( )( ), 0wu vσ = 。因此，一个症候是从 L 到{ }0,1
的一个函数。MM*中每个节点必须测试其任意一对相邻节点。即如果 ( ),uw vw E G∈ ，则 ( ), wu v L∈ 。在

系统中，所有故障处理器的集合叫做一个故障集，它可以是 ( )V G 的任意一个子集。在 MM*模型下，对

于一个给定的症候σ ，如果对任意的 ( ), wu v L∈ 满足 \w V F∈ ， ( )( ), 1wu vσ = 当且仅当 ,u v F∈ 或u F∈ 或

v F∈ ，则我们称故障子集 ( )F V G⊆ 和σ 是一致的。我们用 ( )Fσ 表示和 F 一致的所有症候的集合。设 1F
和 2F 是 ( )V G 中两个不同的子集。如果 ( ) ( )1 2F Fσ σ∩ ≠ ∅ ，则 ( )1 2,F F 是不可区分对；否则， ( )1 2,F F 是

可区分对。 
定义 3.1 [15]一个系统 ( ),G V E= 是 t-可诊断的，当且仅当 V 中每一对不同的故障子集 1F 和 2F ，其中

1F t≤ ， 2F t≤ ， ( )1 2,F F 是可区分对。 
设 1F ， 2F 是 ( ),G V E= 中两个不同子集，对称差 ( ) ( )1 2 1 2 2 1\ \F F F F F F= ∪ 。 
定理 3.1 [2] [3]一个系统 ( ),G V E= 在 MM*模型下是 t-可诊断的，当且仅当对于 V 的每一对不同的故

障集 1F 和 2F ，其中 1F t≤ ， 2F t≤ ，满足下列条件之一(见图 1)： 
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1) 存在 ( )1 2, \u w V F F∈ ∪ 和 1 2v F F∈  满足 uw E∈ ， vw E∈ 。 
2) 存在 1 2, \u v F F∈ 和 ( )1 2\w V F F∈ ∪ 满足 uw E∈ ， vw E∈ 。 
3) 存在 2 1, \u v F F∈ 和 ( )1 2\w V F F∈ ∪ 满足 uw E∈ ， vw E∈ 。 
 

 
Figure 1. Illustration of a distinguishable pair under the MM* 
model 
图 1. 在 MM*模型下可区分 

4. 局部诊断度 

引理 4.1 [10]系统 ( ),G V E= 在 x 点处是局部 t-可诊断的，如果给定一个测试症候 Fσ ，它是由系统在

一组包含 x 的故障顶点集 F 的情况下产生的， F t≤ ，那么故障顶点集 F ′的每一个集合与 Fσ 一致，且

F t′ ≤ 必须包含顶点 x。 
引理 4.2 [9]系统 ( ),G V E= 中，如果 1 2x F F∈  且对于V的每一对不同的故障子集 1F 和 2F 是可区分的，

其中 1F t≤ ， 2F t≤ ，则点 x 是局部 t-可诊断的。 
引理 4.1 和引理 4.2 是等价的。 
引理 4.3 [10]一个系统 ( ),G V E= 是 t-可诊断的当且仅当 G 中每个点都是局部 t-可诊断的。 
引理 4.4 [10]一个系统 ( ),G V E= 中，G 中 x 点是局部 t-可诊断的 t 的最大值被定义为点 x 的局部诊断

度 ( )lt x ，即 ( ) { }ax -m :l xt x t G t= 是在 点 局部 可诊断的 。 
引理 4.5 [10]一个系统 ( ),G V E= 的诊断度 ( )t G 等于 G 中每个点的局部诊断度的最小值，即

( ) ( ) ( ){ }min :lt G t x x V G= ∈于所有的对 。 
定义 4.1 [10]设 x 是一个图 ( ),G V E= 中的一个点。若 ( )Gd x n≥ ，我们定义一个延展星图 ( );ES x n ，

其中 ( ) ( );ES x nd x n= ，点集 ( )( ) { } { }; : 1, 2, , ; 1, 2,3, 4ijV ES x n x v i n j= ∪ = = ，边集 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2 3 3 4; , , , , , , , : 1, 2, ,i i i i i i iE ES x n x v v v v v v v i n= =  。 
注意到 x 称为 ( );ES x n 的根。 
引理 4.6 [10]设 x 是系统 ( ),G V E= 中的一个点且 ( )Gd x n= 。如果点 x 在 G 中存在一个延展星图

( );ES x n ，则 x 的局部诊断度是 n。 
引理 4.7 [23]设 G 是一个系统的图表示，那么在 MM*模型下，诊断度 ( ) ( )t G Gδ≤ 。 
引理 4.8 [10] 设 x 是图 ( ),G V E= 中的一个点。如果 x 的局部诊断度等于它在 G 中的度，即

( ) ( )l Gt x d x= ，则这个点 x 有强局部诊断性。 
引理 4.9 [10] 设 ( ),G V E= 是一个图。如果 G 中每个点的局部诊断度都等于它在 G 中的度，即对于

所有的 ( )x V G∈ 都有 ( ) ( )l Gt x d x= ，则 G 有强局部诊断性。 

5. k 元 n 立方体 k
nQ  

定义 5.1 [24] k 元 n 立方体 ( )1, 3k
nQ n k≥ ≥ 是一个有 nk 个顶点和 nnk 条边的 2n 正则图。k 元 n 立方体
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k
nQ 的顶点 u 用长为 n 的二进制字符串表示，如 0 1 1nu u u u −=  ，其中 0 1iu k≤ ≤ − ， 0,1, , 1i n= − 。两个

顶点 0 1 1nu u u u −=  和 0 1 1nvv v v −=  相邻当且仅当存在一个整数 { }0,1, , 1j n∈ − 使得 ( )1 modj ju v k= ± ，

同时 l lu v= 对于 { } { }0,1, , 1 \l n j∈ − 。为了陈述清晰，我们在后文中省略了类似“ ( )mod k ”的表达形式。 
我们将 k

nQ 划分为 k个互不相交的子图 [ ] [ ] [ ]0 , 1 , , 1k k k
n n nQ Q Q k −  (在不产生歧义的前提下可以缩写为

[ ] [ ] [ ]0 , 1 , , 1Q Q Q k − )，各子图内每个顶点 ( )0 1 1
k

n nu u u u V Q−= ∈ 在最后一个位置 1nu − 上有一个固定的整

数 i，其中 { }0,1, , 1i k∈ − 。显然， [ ]Q i 同构于 1
k
nQ − ，对于 0 1i k≤ ≤ − 。6 元 1 立方体，5 元 2 立方体如

图 2 所示。设 [ ]( )u V Q i∈ ，那么 ( ) [ ]( )\N u V Q i 称为 u 的外邻点集。连接来自不同子图 [ ]Q i 和 [ ]Q j 的顶

点的边称为外部边，而将连接来自相同子图 [ ]Q i 的顶点的边称为内部边。 
 

 

Figure 2. (a) 6
1Q ; (b) 5

2Q  
图 2. (a) 6 元 1 立方体；(b) 5 元 2 立方体 

 
引理 5.1 [18] [19] k 元 n 立方体 ( )3k

nQ k ≥ 是点传递和边传递的。 
引理 5.2 [18] k 元 n 立方体 k

nQ 是二部图当且仅当 k 为偶数。 
引理 5.3 [18] k 元 n 立方体 ( )2, 3k

nQ n k≥ ≥ 有下列性质： 
(1) ( ) ( ) 2k k

n nQ Q nκ λ= = 。 
(2) [ ]Q i 中每个点与 2 2n − 条内部边关联，与 2 条外部边关联。 
(3) [ ]Q i 中每个点的两个外邻点在不同的子图中。 

6. k 元 n 立方体 k
nQ 的诊断度 

引理 6.1 对于 k 元 n 立方体 ( )3, 6k
nQ n k≥ ≥ 中任意一点 x，在 x 点处存在一个延展星图 ( );2ES x n 。 

证明 我们可以在 x 点处找到一个延展星图 ( );2ES x n 作为 k 元 n 立方体 k
nQ 的子图。由引理 5.1， k

nQ
是点传递的。不失一般性，设 ( )000 00 0x = = 是延展星图 ( );2ES x n 的根。当 3n = ， 6k ≥ 时，我们可

以在 x 点处找到一个延展星图 ( );6ES x  (见图 3)。显然， ( );6ES x 中的各点均不相同。 
假设这个结论对于 ( )1 4, 6k

nQ n k− ≥ ≥ 成立，即在 1
k
nQ − 中存在一个延展星图 ( );2 2ES x n − 。现在我们证

明这个结论对于 k
nQ 也成立，即在 ( )4, 6k

nQ n k≥ ≥ 中存在一个延展星图 ( );2ES x n 。我们根据最右边的位

置将 k
nQ 划分为 [ ] [ ] [ ]0 , 1 , , 1Q Q Q k − ，那么 [ ]( )0 1Q i i k≤ ≤ − 同构于 1

k
nQ − 。由归纳假设，在 [ ]0Q 中存在

一个延展星图 ( );2 2ES x n − 。由引理5.3，点 ( ) [ ]( )000 00 0 0x V Q= = ∈ ，它有两个外部邻点在不同的 [ ]Q j
中，分别为： [ ]( )000 01 1V Q∈ 和 ( ) [ ]( )000 0 1 1k V Q k− ∈ − 。记 
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1 000 01,100 01,200 01,210 01P =     是 [ ]1Q 中的一条 3 长路， 

( ) ( ) ( ) ( )2 000 0 1 ,100 0 1 ,200 0 1 ,300 0 1P k k k k= − − − −    是 [ ]1Q k − 中的一条 3 长路。我们将 1P 和

2P 都连接到 x 点，并且将它们与 ( );2 2ES x n − 相结合。因此，我们可以在 k
nQ 中 x 点处得到一个延展星图

( );2ES x n ，即在 k
nQ 中 x 点处存在一个延展星图 ( );2ES x n 。 

 

 

Figure 3. The first ( );6ES x  in 3
kQ  

图 3. 3
kQ 的第一个延展星图 ( );6ES x  

 
定理 6.1 设 k

nQ 是一个 k 元 n 立方体且 3n ≥ ， 6k ≥ ，则 k
nQ 的诊断度是 2n，即 ( ) 2k

nt Q n= 且 k
nQ 有强

局部诊断性。 
证明 通过引理 4.6 和引理 6.1， k

nQ 中每个点 x 的局部诊断度是 2n。由引理 4.3， k
nQ 是 2n-可诊断的。

由 k
nQ 的定义可知， ( ) 2k

nQ nδ = 。由引理 4.3 和引理 4.7， ( ) 2k
nt Q n= ，即 k

nQ 的诊断度是 2n。因为 k
nQ 中

每个点 x 的度是 2n， k
nQ 中每个点的局部诊断度等于它的度。由引理 4.8， k

nQ 中每个点 x 有强局部诊断性。

由引理 4.9， k
nQ 有强局部诊断性。 

引理 6.2 设 eF 是 ( )3, 6k
nQ n k≥ ≥ 中任意的遗失边集， 2 2eF n≤ − 。 k

n eQ F− 中存在一个延展星图

( )( ); k
n eQ F

ES x d x
−

，其中 ( )k
nx V Q∈ 。 

证明 由引理 5.1， k
nQ 是一个点传递图，不失一般性，设 ( )00 00 0x = = 是延展星图 ( )( ); k

n eQ F
ES x d x

−  
的根。我们通过对 n 进行归纳来证明这个引理。当 3n = 时，我们可以找到五个延展星图 ( );6ES x ，它们

的边除了与 x 关联的边之外均不相同，其中第一个延展星图与引理 6.1 的证明中提到的相同(见图 3)，另

外四个延展星图分别如图 4~7 所示。 
因为 2 2 2 3 2 4eF n≤ − = × − = ，我们只需要考虑有四条遗失边的情况。设 ( )0 4t t≤ ≤ 是与 x 相关联

的遗失边的数目，那么 4 t− 就是不与 x 相关联的遗失边的数目。如果 0t = ，那么 4 4t− = ，则存在四条

遗失边不与 x 相关联。由于我们已经找到了五个除了与 x 关联的边之外都不同的延展星图 ( );6ES x ，所

以我们可以从五个延展星图 ( );6ES x 中找到一个不包含遗失边的延展星图 ( );6ES x 。如果 0t ≠ ，我们再

分情况讨论。当 1t = 时，则 4 3t− = 。如上所述，我们已经找到了五个除了与 x 关联的边之外都不同的延

展星图 ( );6ES x ，我们可以从这五个当中至少找到四个除了与 x 关联的边之外都不同的延展星图 ( );5ES x ，

这样我们就可以找到一个不包含遗失边的延展星图 ( );5ES x 。当 2t = 时，则 4 2t− = 。情况类似，我们从

已经找到的五个除了与 x 关联的边之外都不同的延展星图 ( );6ES x 当中至少找到三个除了与 x 关联的边
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之外都不同的延展星图 ( );4ES x ，这样我们又可以找到一个不包含遗失边的延展星图 ( );4ES x 。当 3t = 时，

则 4 1t− = 。情况类似，我们从已经找到的五个除了与 x 关联的边之外都不同的延展星图 ( );6ES x 当中至

少找到两个除了与 x 关联的边之外都不同的延展星图 ( );3ES x ，这样我们又可以找到一个不包含遗失边

的延展星图 ( );3ES x 。当 4t = 时，则 4 0t− = 。情况类似，我们从已经找到的五个除了与 x 关联的边之外

都不同的延展星图 ( );6ES x 当中至少找到一个除了与 x 关联的边之外都不同的延展星图 ( );2ES x ，这样

我们又可以找到一个不包含遗失边的延展星图 ( );2ES x 。由此我们可以得出结论：在具有遗失边 eF 的 

3
k

eQ F− 中存在一个延展星图 ( )( )
3

; k
eQ F

ES x d x
−

，其中 4eF ≤ 。 

 

 

Figure 4. The second ( );6ES x  in 3
kQ  

图 4. 3
kQ 的第二个延展星图 ( );6ES x  

 

 

Figure 5. The third ( );6ES x  in 3
kQ  

图 5. 3
kQ 的第三个延展星图 ( );6ES x  
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Figure 6. The fourth ( );6ES x  in 3

kQ  

图 6. 3
kQ 的第四个延展星图 ( );6ES x  

 

 

Figure 7. The fifth ( );6ES x  in 3
kQ  

图 7. 3
kQ 的第五个延展星图 ( );6ES x  

 

假设这个引理对于 ( )1 4, 6k
nQ n k− ≥ ≥ 成立，即在 1

k
n eQ F− − 中存在一个延展星图 ( )( )

1
; k

n eQ F
ES x d x

− −
，其 

中 eF 是遗失边集且 ( )2 1 2 2 4eF n n≤ − − = − 。现在我们证明这个结论对于 ( )4, 6k
nQ n k≥ ≥ 也成立，即在 

k
n eQ F− 中存在一个延展星图 ( )( ); k

n eQ F
ES x d x

−
，其中 eF 是遗失边集且 2 2eF n≤ − 。设 [ ]Q i 是由 k

nQ 的顶点 

最后一个位置 ( )0 1i i k≤ ≤ − 诱导的子图，则 [ ]Q i 同构于 1
k
nQ − 。设 ( )00 00 0x = = ，记 ( )0 点在 [ ]0Q 中。

由引理 5.3， ( )0 与两个外部邻点相邻： 00 01 和 ( )00 0 1k − 。设 00 01y =  ， ( )00 0 1z k= − ，它们 

分别在 [ ]1Q 和 [ ]1Q k − 之中。设 [ ]( )i
e eF F E Q i= ∩ ，其中 0 1i k≤ ≤ − ， ( ) [ ]( )( )1*

0\ kk
e n iF F E Q E Q i−

=
= ∩ ∑ ， 

那么 * 0 1k
e e eF F F F −= ∪ ∪ ∪ 。注意到 2 2eF n≤ − ，我们有 2 2i

eF n≤ − ，其中 0 1i k≤ ≤ − 。为了证明这 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.112084


王世英 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.112084 798 应用数学进展 
 

个引理，我们首先需要在 [ ] 00 eQ F− 中找到一个延展星图
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

，然后找到两条分别处在 [ ]1Q

和 [ ]1Q k − 中的 3 长路 yP 和 zP ，我们连接 yP 和 zP 到 x，然后将它们与
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

相结合，这样我

们就在 k
n eQ F− 中得到一个延展星图 ( )( ); k

n eQ F
ES x d x

−
。我们再考虑以下情形。 

情形 1 0 2 4eF n≤ − 。 

由归纳假设，在 [ ] ( )00 3, 6eQ F n k− ≥ ≥ 中存在一个延展星图
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

。为方便起见，我们假

设
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x A
−

= 。如果 exy F∈ ，那么我们就不需要通过 xy 扩展 A。如果 exy F∉ ，由引理 5.3 可 

知， [ ]( )1 2 2Q nκ = − 。我们再考虑下列情形。 
情形 1.1  1 2 2eF n= − 。 
在这种情形下， * 0 2 1 0k

e e eF F F F −= = = = = 。y 有两个外部邻点 00 02 和 00 00 。注意到

( )00 00 0 x= = ， [ ]( )00 02 2V Q∈ 。设 ( )0000 01,0000 02,0100 02,01 1 0 02yP k= −    ， 

( ) ( ) ( ) ( )0000 0 1 ,0100 0 1 ,0110 0 1 ,1110 0 1zP k k k k= − − − −    。因为 2 1 0k
e eF F −= = ，我们有 

( ) ( )y zV P V P∩ =∅且 yP 和 zP 不包含遗失边。我们连接 yP 和 zP 到 x，然后将它们与 A 相结合，这样我们 

在 k
n eQ F− 中得到一个延展星图 ( )( ); k

n eQ F
ES x d x

−
。 

情形 1.2 1 2 2eF n< − 。 
由引理 5.3， [ ]( ) 11 2 2 eQ n Fλ = − > ，因此，我们可以得到 [ ] 11 eQ F− 是连通的。 

[ ]( ) [ ]( ) ( )1 11 1 216 4, 6n
eV Q F V Q k n k−− = = ≥ ≥ ≥ ，我们可以在 [ ] 11 eQ F− 中找到一条以 y开头的 3长路 yP ，

然后将它通过 xy 扩展 A。如果 1 2 2k
eF n− < − ，该情况与之类似，于是我们可以在 [ ] 11 k

eQ k F −− − 中找到一

条以 z 开头的 3 长路 zP ，然后将它通过 xz 扩展 A。如果 1 2 2k
eF n− = − ，那么 1 0eF = ，情况与情形 1.1 类

似，我们可以找到两条 3 长路 yP 和 zP 。 
情形 2 0 2 3eF n= − 且 2 3eF n= − 。 
在这种情形下， * 1 1 0k

e eF F F −+ + + = 。 设 0000 01y =  ， ( )0000 0 1z k= − ，它们分别在 [ ]1Q
和 [ ]1Q k − 中。我们可以找到两条不同的分别以 y 和 z 开头的 3 长路： 

( ) ( )1 0000 01,0100 01,01 1 0 01,02 1 0 01yP k k= − −    ， 

( ) ( )( ) ( )( )2 0000 01,0 1 00 01,0 1 1 0 01,1 1 1 0 01yP k k k k k= − − − − −    ， 

( ) ( ) ( ) ( )1 0000 0 1 ,0100 0 1 ,0110 0 1 ,1110 0 1zP k k k k= − − − −    ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 0000 0 1 ,0 1 00 0 1 ,0 1 1 0 0 1 ,1 1 1 0 0 1zP k k k k k k k k k= − − − − − − − − −    。 

很显然， 1
yP ， 2

yP ， 1
zP 和 2

zP 中除了 y 和 z 之外没有公共点。因为 * 1 1 0k
e eF F F −+ + + = ，所以在 [ ]0Q

外部不存在 eF 中的边，因此我们可以从 1
yP ， 2

yP ， 1
zP 和 2

zP 中选择两条不包含遗失边的 3 长路 yP 和 zP 。

设 f 是 0
eF 中任意一个元素，并且 { }0 \e eF F f′ = ，那么 2 4eF n′ = − 。由归纳假设，在 [ ]0 eQ F− ′中存在一个 

延展星图 [ ] ( )( )0;
eQ FES x d x′− 。设

[ ] ( )( )00
;

eQ F
E x AS d x

−
= 。如果 A 中不包含 f，那么我们可以在 [ ] 00 eQ F− 中

找到一个延展星图
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

。下面我们讨论 ( )f E A∈ 。 

情形 2.1 f 与 x 相关联。 

在这种情形下，我们通过删除 A 中包含 f 的路得到延展星图
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

。因为 

* 1 1 0k
e eF F F −+ + + = ，则我们可以从 1

yP ， 2
yP ， 1

zP 和 2
zP 中选择两条不包含遗失边的 3 长路 yP 和 zP 。 
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我们连接 yP 和 zP 到 x，然后将它们与
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

相结合，因此，我们在 k
n eQ F− 中就得到了一个延

展星图 ( )( ); k
n eQ F

ES x d x
−

。 

情形 2.2 f 不与 x 相关联。 
设 uP 是一条以 u 开头的 3 长路，同时假设它包含 f，那么 u 与 x 相邻。由定义 5.1，记

( ) ( ) ( ){ }0 1 1 0 1 11 , 1 | 0,0 1k
n

i n i n iQ
N x u u u u u u u u u i n− −= + − = ≤ ≤ −    ，并且 [ ]( )0u V Q∈ 。不失一般性，

设 100 00u =  。由引理 5.3，u 有两个外部邻点100 01 和 ( )100 0 1k − ，它们分别在 [ ]1Q 和 [ ]1Q k − 中。

因为在 [ ]0Q 外部不存在 eF 中的边，所以存在一个点 u′使得 u′是 u 的外部邻点，同时 euu F′∉ 。因此我们

只需要找到一条以 u′开头的 2 长路。不失一般性，假设 [ ]( )1u V Q′∈ 或者 [ ]( )1u V Q k′∈ − 。 
情形 2.2.1 [ ]( )1u V Q′∈ 。 
在这种情形下， 100 01u′ =  。注意到 ( ) ( )1 0000 01,0100 01,01 1 0 01,02 1 0 01yP k k= − −    ，

1 0eF = ，于是我们可以从 [ ]1Q 中找到一条以u′开头的不包含遗失边的 2 长路： 

( ) ( )100 01,1 1 0 01,2 1 0 01uP k k′ = − −   。注意到 ( )uy V P ′∉ ，且 ( ) ( )1
y uV P V P ′∩ = ∅，因此我们连接 uP ′

到 u 即可得到一条 3 长路 uP ，然后连接 uP ， 1
yP 和 zP 到 x，然后将它们与 A 相结合，于是可以在 k

n eQ F− 中 

得到一个延展星图 ( )( ); k
n eQ F

ES x d x
−

。 

情形 2.2.2  [ ]( )1u V Q k′∈ − 。 
在这种情形下， ( )100 0 1u k′ = − 。注意到 

( ) ( ) ( ) ( )1 0000 0 1 ,0100 0 1 ,0110 0 1 ,1110 0 1zP k k k k= − − − −    ， 1 0k
eF − = ，于是我们可以从 [ ]1Q k −

中找到一条以 u′开头的不包含遗失边的 2 长路： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )100 0 1 ,1 1 0 0 1 ,2 1 0 0 1uP k k k k k′ = − − − − −   。注意到 ( )uz V P ′∉ ，且 1
zP 与 uP ′之间没有公共

点。因此我们连接 uP ′到 u 即可得到一条 3 长路 uP ，然后连接 uP ， yP 和 1
zP 到 x，然后将它们与 A 相结合， 

于是可以在 k
n eQ F− 中得到一个延展星图 ( )( ); k

n eQ F
ES x d x

−
。 

情形 3 0 2 3eF n= − 且 2 2eF n= − 。 
注意到 * 1 1 1k

e eF F F −+ + + = 。 设 000 01y =  ， ( )000 0 1z k= − ，它们分别在 [ ]1Q 和 [ ]1Q k − 中。

我们可以找到两条不同的分别以 y 和 z 开头的 3 长路： 

( ) ( )1 0000 01,0100 01,01 1 0 01,02 1 0 01yP k k= − −    ， 

( ) ( )( ) ( )( )2 0000 01,0 1 00 01,0 1 1 0 01,1 1 1 0 01yP k k k k k= − − − − −    ， 

( ) ( ) ( ) ( )1 0000 0 1 ,0100 0 1 ,0110 0 1 ,1110 0 1zP k k k k= − − − −    ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 0000 0 1 ,0 1 00 0 1 ,0 1 1 0 0 1 ,1 1 1 0 0 1zP k k k k k k k k k= − − − − − − − − −    。 

很显然， 1
yP ， 2

yP ， 1
zP 和 2

zP 之间除了 y 和 z 之外没有公共点。如果 1 2 1 1k
e e eF F F −+ + = ，则在

[ ]( )0k
nQ V Q− 中最多存在 eF 中的一条边。因此，我们可以从 1

yP ， 2
yP ， 1

zP 和 2
zP 中选择两条不包含遗失

边的 3 长路。如果 * 1F = ，那么 1 1 0k
e eF F −+ + = 。在这种情形下，如果 { }* , 0F xy xz∩ = ，那么我们

从 ( ) { }1k
n yQ V P x ∪  ， ( ) { }2k

n yQ V P x ∪ ， ( ) { }1k
n zQ V P x ∪  和 ( ) { }2k

n zQ V P x ∪ 中选择两条不包含遗失边

的 

3 长路。如果 { }* , 1F xy xz∩ = ，那么我们从 ( ) { }1k
n yQ V P x ∪  ， ( ) { }2k

n yQ V P x ∪ ， ( ) { }1k
n zQ V P x ∪  和 

( ) { }2k
n zQ V P x ∪ 中选择一条不包含遗失边的 3 长路。设 f 是 0

eF 中任意一个元素，且设 { }0 \e eF F f′ = ，那 
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么 2 4eF n′ = − 。由归纳假设，在 [ ]0 eQ F ′− 中存在一个延展星图 [ ] ( )( )0;
eQ FES x d x′− 。设 [ ] ( )( )0;

eQ F AES x d x′− = 。 

如果 A 中不包含 f，那么我们可以在 [ ] 00 eQ F− 中找到一个延展星图
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x A
−

= 。下面我们讨论 

( )f E A∈ 。 
情形 3.1 f 与 x 相关联。 

我们通过删除包含 f 的路得到一个延展星图
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

。假设 * 0F = ，那么 exy F∉ ， exz F∉ 。 

因为 * 1 1 1k
e eF F F −+ + + = ，我们从 1

yP ， 2
yP ， 1

zP 和 2
zP 中选择两条不包含遗失边的 3 长路 yP 和 zP 。我 

们连接 yP 和 zP 到 x，然后将它们与
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

相结合。因此，我们可以在 k
n eQ F− 中找到一个延展

星图 ( )( ); k
n eQ F

ES x d x
−

。假设 * 1F = 。如果 { }* , 0F xy xz∩ = ，那么我们从 1
yP ， 2

yP ， 1
zP 和 2

zP 中选择两条

3 长路 yP 和 zP 。我们将 yP 和 zP 这两条路连接到 x，然后将它们与
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

相结合。因此，我们

可以在 k
n eQ F− 中得到一个延展星图 ( )( ); k

n eQ F
ES x d x

−
。如果 { }* , 1F xy xz∩ = 。设 { }*F xy= 或{ }xz 。我们

通过删除包含 xy 或 xz 的路得到一个延展星图
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

。我们从 yP 和 zP 中选择一条不包含遗失

边的路连接到 x，然后将它与
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

相结合。因此，我们可以在 k
n eQ F− 中得到一个延展星图

( )( ); k
n eQ F

ES x d x
−

。 

情形 3.2 f 与 x 不相关联。 
设 uP 是一条以 u 开头的 3 长路，且假设它包含 f，那么 u 与 x 相邻。由定义 5.1，记 

( ) ( ) ( ){ }0 1 1 0 1 11 , 1 | 0,0 1k
n

i n i n iQ
N x u u u u u u u u u i n− −= + − = ≤ ≤ −    且 [ ]( )0u V Q∈ 。不失一般性，设

100 00u =  。由引理 5.3，u 有两个外部邻点100 01 和 ( )100 0 1k − ，它们分别在 [ ]1Q 和 [ ]1Q k − 中。

因为在 [ ]0Q 外部存在 eF 中的一条边，所以存在一个点 u′使得 u′是 u 的外部邻点，同时 euu F′∉ 。因为
* 1 1 1k

e eF F F −+ + + = 。设 * 0F = ，那么 1 1 1k
e eF F −+ + = 。我们只需要找到一条以 u′开头的 2 长路。

不失一般性，假设 [ ]( )1u V Q′∈ 或者 [ ]( )1u V Q k′∈ − 。 
情形 3.2.1 [ ]( )1u V Q′∈ 。 
在这种情形下， 100 01u′ =  。注意到 ( ) ( )1 0000 01,0100 01,01 1 0 01,02 1 0 01yP k k= − −    ，

( ) ( )( ) ( )( )2 0000 01,0 1 00 01,0 1 1 0 01,1 1 1 0 01yP k k k k k= − − − − −    ，我们可以找到两条以u′开头的

2 长路： 

( ) ( )1 100 01,1 1 0 01,2 1 0 01uP k k′ = − −   ， 

2 100 01,110 01,120 01uP ′ =    。 

很显然， 1
yP ， 2

yP ， 1
uP ′和

2
uP ′ 中除了u′和 y 之外没有公共点。因为在 [ ]0Q 之外最多存在 eF 中的一条

边，我们可以从 1
uP ′和

2
uP ′ 中选择一条不包含遗失边的 2 长路 uP ′。我们连接 uP ′到 u 得到一条 3 长路 uP ，然 

后连接 uP ， yP 和 zP 到 x，并且将它们与
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

相结合。因此，我们可以在 k
n eQ F− 中找到一个

延展星图 ( )( ); k
n eQ F

ES x d x
−

。 

假设 [ ]( )1u V Q k′∈ − 。这里， ( )100 0 1u k′ = − 。注意到 

( ) ( ) ( ) ( )1 0000 0 1 ,0100 0 1 ,0110 0 1 ,1110 0 1zP k k k k= − − − −    ， 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 0000 0 1 ,0 1 00 0 1 ,0 1 1 0 0 1 ,1 1 1 0 0 1zP k k k k k k k k k= − − − − − − − − −    ，我们可以

找到两条以 u′开头的 2 长路： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 100 0 1 ,1 1 0 0 1 ,2 1 0 0 1uP k k k k k′ = − − − − −   ， 

( ) ( ) ( )2 100 0 1 ,110 0 1 ,120 0 1uP k k k′ = − − −   。 

很显然， 1
zP ， 2

zP ， 1
uP ′和

2
uP ′ 中除了 u′和 z 之外没有公共点。因为在 [ ]0Q 之外最多存在 eF 中的一条

边，因此 1
uP ′或者 2

uP ′ 不包含遗失边。我们从 1
uP ′和

2
uP ′ 中选择一条不包含遗失边的 2 长路 uP ′。我们连接 uP ′  

到 u 即可得到一条 3 长路 uP ，然后连接 uP ， yP 和 zP 到 x，并且将它们与延展星图
[ ] ( )( )00

;
eQ F

ES x d x
−

相结

合。因此，我们可以在 k
n eQ F− 中找到一个延展星图 ( )( ); k

n eQ F
ES x d x

−
。 

假设 * 1F = ，那么 1 2 1 0k
e e eF F F −+ + + = 。 因此，存在一个点 u′使得 u′是 u 的外部邻点且 euu F′∉ 。

不失一般性，假设 [ ]( )1u V Q′∈ 。与情形 3.2.1 类似，我们可以在 k
n eQ F− 中找到一个延展星图 

( )( ); k
n eQ F

ES x d x
−

。 

情形 4 0 2 2eF n= − 。 
在这种情形下， * 1 2 1 0k

e e eF F F F −+ + + + = 。设 f， f ′是 0
eF 中任意两个元素，且 { }0 \ ,e eF F f f′ ′= ， 

那么 2 4eF n′ = − 。由归纳假设，我们可以在 [ ]0 eQ F ′− 中存在一个延展星图 [ ] ( )( )0;
eQ FES x d x′− 。设

[ ] ( )( )0;
eQ F AES x d x′− = 。 

情形 4.1 A 中不包含 f 和 f ′。 

我们可以在 [ ] 00 eQ F− 中找到一个延展星图
[ ] ( )( )00

;
eQ F

E x AS d x
−

= 。注意到 0 2 2eF n= − 且 2 2eF n≤ − ， 

那么在 [ ]1Q 和 [ ]1Q k − 中不存在 eF 中的边。因此，我们可以在 [ ]1Q 中找到一条以 y 开头的 3 长路 yP ，然

后将 yP 与 x 相连，然后将它与 A 相结合。 xz 的情况与此类似。因此，我们可以在 k
n eQ F− 中找到一个延 

展星图 ( )( ); k
n eQ F

ES x d x
−

。 

情形 4.2 A 中包含 f 或 f ′。 
不失一般性，我们假设 A 中包含 f。 现在我们讨论 f 是否与 x 相关联。如果 f 与 x 相关联，证明与情

形 2.1 类似。如果 f 不与 x 相关联，证明与情形 2.2 类似。 
情形 4.3 A 中包含 f 和 f ′。 
如果 f 和 f ′都与 x 相关联，那么我们可以通过删除包含 f 和 f ′的路得到一个延展星图 

[ ] { } ( )( )0;
eQ F f fES x d x′ ′− ∪ ∪ ，接下来的证明与情形 3.1 类似。如果{ },f f ′ 中仅有一个与 x 相关联，不失一般 

性，设 f ′与 x 相关联，f 不与 x 相关联。我们可以在 [ ] { }0 eQ F f′ ′− ∪ 中找到一个延展星图 

[ ] { } ( )( )0;
eQ F fES x d x′ ′− ∪ ，接下来的证明与情形 2.2 类似。如果 f 和 f ′都不与 x 相关联，那么我们考虑 f 和 f ′  

是否属于同一条路。如果 f 和 f ′都属于同一条路，证明过程与情形 2.2 类似。现在我们假设 f 和 f ′属于

A 中不同的路。设 uP 是一条以 u 开头 3 长路并且假设它包含 f。设 vP 是一条以 v 开头的 3 长路并且假设

它包含 f ′。由引理 5.3，每个 u 和 v 分别有两个外部邻点且在不同的子图中。假设 u 和 v 的一个外部邻

点分别是 u′和 v′，其中 [ ]u Q i′∈ ， [ ]v Q j′∈ ， { }, 1, 1i j k∈ − 且 i j=/ 。注意到 0 2 2eF n= − ， 2 2eF n≤ − ，

那么在 [ ]0Q 之外不存在 eF 中的边，因此我们可以分别在 [ ]Q i 和 [ ]Q j 中找到一条以 u′和 v′开头的 2 长路

uP ′和 vP ′，然后将它们分别与 uu′和 vv′相连，我们就得到了不包含遗失边的 3 长路 uP 和 vP 。因此，我们 
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就完成了在 k
n eQ F− 中找到一个延展星图 ( )( ); k

n eQ F
ES x d x

−
的证明。 

定理 6.2 设 eF 是 k 元 n 立方体 ( )3, 6k
nQ n k≥ ≥ 中任意边子集且 2 2eF n≤ − 。对 k

nQ 中的每个点 x，
k
n eQ F− 有强局部诊断性，其中 eF 的个数是最优的。 

证明  由引理4.6和6.2，在 k
n eQ F− 中，每个点 x的局部诊断度等于它的度，且 3n ≥ ， 6k ≥ ， 2 2eF n≤ − 。

由引理 4.8 和 4.9， k
n eQ F− 有强局部诊断性。现在我们证明 eF 的个数是最优的。 

接下来我们举例说明当 k 元 n 立方体 k
nQ 存在 2 1n − 条遗失边时不能保证有强局部诊断性。因为 k

nQ 是

一个点传递图，不失一般性，假设 ( )00 00 k
nx V Q= ∈ 。我们假设在 k

nQ 中存在 2 1n − 条遗失边 F 都与 x 
相关联(见图 8)，那么在 k

nQ F− 中 x 的度就变成了 1，即 ( ) 1k
nQ F

d x
−

= 。很容易知道 y 是 x 在 ( )k
nQ F

d x
−

中 

唯一的邻点。设 { } ( )( ) { }1 \F y N y x= ∪ ， ( )2F N y= ，此时 1 2 2F F n= = 。显然， ( ) ( )1 2\k
n eV Q F F F− ∪ 和

1 2F F 之间是没有边的。由定理 3.1 和引理 4.8，( )1 2,F F 不满足条件(1)~(3)，并且在 k
nQ F− 中 y 点在 MM* 

模型下不是 2n 局部诊断的。然而， ( ) 2k
nQ F

d y n
−

= ，故在 k
nQ F− 中 y 点的局部诊断度(少于 2n)不等于它 

的度(等于 2n)。因此，y 没有强局部诊断性。故当 k 元 n 立方体 k
nQ 有 2 1n − 条遗失边时，它不具有强局

部诊断性了。 
 

 
Figure 8. Illustration of the proof in Theorem 6.2 
图 8. 定理 6.2 的证明 

7. 结论 

在这篇文章中，我们研究了 k 元 n 立方体 ( )3, 6k
nQ n k≥ ≥ 在 MM*模型下的局部诊断度。由强局部诊

断性的定义[8]，我们证明了 k 元 n 立方体 k
nQ 具有强局部诊断性，即使存在高达 2 2n − 条遗失边，它仍保

持强局部诊断性。所以，在 k 元 n 立方体 ( )3, 6k
nQ n k≥ ≥ 的遗失边数不超过 2 2n − 的条件下，它的诊断度

等于每个处理器剩余度的最小值。 
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