
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2022, 11(3), 1474-1483 
Published Online March 2022 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2022.113161   

文章引用: 曹丽丽, 刘锡平. 非瞬时脉冲分数阶迭代微分方程正解的存在性和唯一性[J]. 应用数学进展, 2022, 11(3): 
1474-1483. DOI: 10.12677/aam.2022.113161 

 
 

非瞬时脉冲分数阶迭代微分方程正解的存在性

和唯一性 

曹丽丽，刘锡平 

上海理工大学，理学院，上海 
 
收稿日期：2022年2月28日；录用日期：2022年3月23日；发布日期：2022年3月30日 

 
 

 
摘  要 

本文中，我们研究了一类带有非瞬时脉冲的分数阶迭代微分方程边值问题，运用Schauder不动点定理证

明了解的存在性结果，利用压缩映射原理证明了解的唯一性。 
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Abstract 
In this paper, we study a class of boundary value problems for fractional iterative differential eq-
uations with non-instantaneous impulses. The existence of the solutions is obtained by using Schaud-
er fixed point theorem. The uniqueness of the solutions is obtained by using the principle of con-
traction mapping. 
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1. 引言 

反馈是自动控制系统中常见的现象，在电动力学、流行病学、生物学中的许多研究都与迭代微分方

程密切相关。近年来迭代整数阶微分方程已经被许多研究者研究，Buica 等在文[1]中研究了一类泛函微

分方程解的存在性和连续依赖性问题 

( ) ( )( )( )
( )0 0

, , ,

,

u x f x u u x a x b

u x u

 ′ = ≤ ≤


=
 

其中 [ ]0 0, ,x u a b∈ , [ ] [ ]( )1 , , ,f C a b a b∈ ，用 Schauder 不动点定理和压缩映射原理，得到了其解的存在性

和唯一性，Kaufmann 等在文[2]中研究了一类二阶迭代边值问题 

( ) ( )( )( )
( ) ( )

, , ,

, ,

x t f t x x t a t b

x a a x b b

 ′′ = ≤ ≤


= =
 

应用 Schauder 不动点定理得到了解的存在性。 
分数阶微分方程是微分方程理论中的一个重要研究分支，一直受到人们的关注。它们作为一种有

价值的工具出现在科学和工程各个领域的许多现象的模型中。我们可以在物理、化学、生物学等领域

找到许多应用。作为整数阶的推广，分数阶微分方程可以更准确的描述某些事物发展的过程，一些杰

出的专著为分数阶微分方程的定性分析提供了主要的理论工具，同时也展示了整数阶微分模型与分数

阶微分模型之间的相互联系和对比[3] [4]。Wang 等在文[5]中研究了一类具有参数线性修正迭代的分数

阶微分方程 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) [ ]
( ) ( )

, , , , 0 1, 0,1 ,

0 0, 0 0,

q
tD x t f t x t x t x x t t

x x

λ λ λ λ = < < ∈


′= =
 

其中 q
tD 是 Caputo 导数1 2q< < ，f 是 Carathéodory 函数。应用 Picard 算子理论研究了解的存在唯一性。

Deng 等在文[6]中研究了分数阶迭代微分方程 

( ) ( ) ( )( )( ) { } [ ], , , \ 0 , : , , 1 2,q v
tD x t f t x t x x t v R t J a b q= ∈ ∈ = < <  

( ) ( )0 , 0,x a x x a′= =  

其中 0x J∈ 。应用非扩张映射和不动点方法研究了分数阶迭代微分方程解的存在性和逼近性。利用

Chebyshev 范数、Bielecki 范数，在两个不同的工作空间中得到了近似解的不动点迭代法的存在性定理和

收敛性定理。 
受以上问题及文[7]的启发，本文主要研究一类非瞬时脉冲分数阶微分方程局部边值问题 
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                  (1.1) 

的解的存在性和唯一性，其中
is

Dα
+ 为 Caputo 型分数阶导数，1 2α< < ，令 [ ]0,1J = ， { }0 1 2\ , , , mJ J t t t=  ， 

0 1 1 1 10 1i i ms t s s t t+ += < < < < < < < =  ， ( )3 ,f C J∈  ， ( )2 ,iQ C J −∈  ， 1,2, ,i m=  。 ( ) ( ),i iu s u s+ − 分

别 是 ( )u t 在 is 的 右 极 限 和 左 极 限 ， ( ) ( ),i iu t u t+ − 分 别 是 ( )u t 在 it 的 右 极 限 和 左 极 限 ，

( ) ( ) ( )i i iu s u s u s+ −∆ = − ， ( ) ( ) ( )i i iu t u t u t+ −′∆ = − 。 
现有的研究迭代微分方程的文章大多数集中于研究整数阶的迭代微分方程，研究分数阶迭代微分方

程的文章很少，研究带有非瞬时脉冲的分数阶微分方程更不多见。分数阶迭代微分方程能更准确的描述

某些事物发展过程中的变化趋势，比如在流行病治疗过程中药物对病情的影响，所以研究这个是非常有

意义的。 
本文的主要结构如下：在第二部分我们给出了一些关于分数阶微分方程的引理以及要用到的不动点

定理；在第三部分证明了解的存在唯一性结果。 

2. 准备工作 

在这一部分，我们回忆一些关于分数阶微分积分定义。 
定义 2.1 (见[3])连续函数 ( ): ,u a +∞ → 的 0α > 阶 Riemann-Liouvile 型分数阶积分定义为 

( ) ( ) ( ) ( )11 d , ,
Γ

t

a a
I u t t s u s s t aαα

α+

−= − >∫  

其中 ( )Γ α 为 Gamma 函数， 1n nα− < < 。 
定义 2.2 (见[3])连续函数 ( ): ,u a R+∞ → 的 0α > 阶 Caputo 型分数阶导数定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 d , ,
Γ

t n n
a a

D u t t s u s s t a
n

αα

α+

− −= − >
− ∫  

其中 ( )Γ n α− 为 Gamma 函数， 1n nα− < < 。 
引理 2.1 (见[3])设 ( ) ( )0, 0,1 0,1u C Lα > ∈  则 

( ) ( ) ( ) 2 1
0 1 2 1 ,n

na a
I D u t u t c c t c t c tα α

+ +
−

−= + + + +  

其中 ( )0,1,2, , 1ic R i n∈ = − ， 1n nα− < < 。 
引理 2.2 (Schauder 不动点定理) (见[8])设 E 是一个实赋范线性空间 D 是 Banach 空间 E 中的一个非空

有界闭凸子集，又设映射 :A D D→ 是全连续算子，则 A 在 D 中必有不动点。 
引理2.3 (Banach压缩映像原理) (见[9])设E是一个Banach 空间， EΩ ⊆ 是一个非空闭集， :A Ω→Ω，

若存在 [ )0,1β ∈ 使得对任意的 ,u v∈Ω有 Au Av u vβ− ≤ − ，则有唯一一个元素 *u ∈Ω使得 * *Au u= 即
*u 是算子 A 的唯一不动点。 

为了方便，记 ( ) ( )0 0 00 0g g s= = ， ( )1 01mg u+ = ， 1 0mq + = 。 
引理 2.4 设 ( ),h C J∈  ， ( ),ig C J J∈ ， iq ∈， 1,2, ,i m=  ，那么线性分数阶非瞬时脉冲微分方

程非局部边值问题 
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有唯一解 
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证 明 ： 假 设 ( )u u t= 是 问 题 (2.1) 的 解 ， 则 存 在 常 数 1 2, , 0,1, ,i ic c i m=  ， 使 得 对 任 意 的

( ]1, , 0,1, ,i it s t i m+∈ =  ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 2

1 d .
Γ i

t
i i s

u t c c t t s h s sα

α
−= + + −∫                        (2.2) 

对任意的 ( ], , 1, 2, ,i it t s i m∈ =  ，有 

( ) ( ) ,iu t g t=  

( ) ( ).i i iu t g t+ =                                    (2.3) 

对任意的 [ ]10,t t∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( )1
01 02 0

1 d ,
Γ

t
u t c c t t s h s sα

α
−= + + −∫                         (2.4) 

将初值条件 ( )0 0u = 代入(2.4)得 01 0c = ， 

( ) ( ) ( ) ( )1
02 0

1 d ,
Γ

t
u t c t t s h s sα

α
−= + −∫                           (2.5) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 02 1 10

1 d ,
Γ

t
u t c t t s h s sα

α
−− = + −∫  

由 ( ) ( )1 1 1u t u t q+ −− = 结合(2.3)得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
02 1 1 1 10

1

1 1 d ,
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t
α

α
− 

= − − −  
 

∫  

将上式代入(2.5)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 1 10 0
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1 1 1d d .
Γ Γ

t t
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∫ ∫  

对任意的 ( ]1 2,t s t∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
11 12

1 d ,
Γ
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s
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由 ( ) ( )1 1 1u s g s= 得 ( )11 1 1 12 1c g s c s= − ，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 1 12 1

1 d ,
Γ

t

s
u t g s c t s t s h s sα

α
−= + − + −∫                     (2.6) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1

1
2 1 1 12 2 1 2

1 d ,
Γ

t

s
u t g s c t s t s h s sα

α
−− = + − + −∫  

由 ( ) ( )2 2 2u t u t q+ −− = ，结合(2.3)得 
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将上式代入(2.5)整理得 
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重复上述过程可得对任意的 ( ]1, , 0,1, ,i it s t i m+∈ =  有 
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综上所述结论得证。 
记 ( )( )1 1 1, 0m m mQ t u t+ + + = ，由上述引理的证明过程可知下面引理成立。 
引理 2.5 若 ( ),f C J J J∈ × ×  ， ( ), , 0,1, 2, ,ig C J J i m∈ =  ，那么问题(1.1)等价于以下积分方程 
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定义空间 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0, : | , , , 1, 2, ,i i i iPC J u J u C J u t u t u t u t i m+ − −= → ∈ = = 和 存在且   为分段

连续函数空间，并赋予范数 [ ] ( )0,1suptu u t∈= 。 

取
( )

1
1 1

1

2 f g QM M M
t

t
αη

α
− +

= +
Γ

, 
( )

1
3 1

2

2 f g QM M Mαη γ
α γ

− +
= +
Γ

，设有 2 0η ≥ 使得对任意的 ( ]1 2, ,i it t t s′ ′ ∈ ， 

1, 2, ,i m=  ，有 ( ) ( )1 2 2 1 2i ig t g t t tη′ ′ ′ ′− ≤ − ，取 { }1 2 3max , ,η η η η= 。 
记集合： ( ) ( ) ( ){, , | 0 1PC J J u PC J u tη = ∈ ≤ ≤ ， ( ) ( )2 1 2 1u uτ τ η τ τ− ≤ − ，任意 [ ] ( ]1 2 1 1, 0, , ,i it s tτ τ +∈

或 ( ] }, , 1, 2, ,i it s i m=  。 
定义算子 ( ) ( ): , ,T PC J J PC Jη →  ： 
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为了方便记 
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引理 2.6 算子 ( ) ( ): , ,T PC J J PC Jη →  全连续 
证明：首先，证明 T 为连续算子。设 ( )( ), , 1, 2,nu u PC J J nη∈ =  ，且 ( )0nu u n− → →∞ ，即 
对任意的 t J∈ ，当 n →∞ 时有 ( ) ( )nu t u t→ 。由于 , if Q 是连续函数，从而满足 n →∞ 时，
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当 ( ], , 1, 2, ,i it t s i m∈ =  时，可得 ( ) ( ) 0nTu t Tu t− = 。所以， ( ) ( ) 0nTu t Tu t− → , ( )n →∞ ，因此 T
连续。 
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( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

1
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11
1 1

1

11
1

1

1 1 d d
Γ

1 d d
Γ

.
Γ

i

i i

i

i i

t t
g Q i i i is s

i i

t t
g Q i is s

i i
g Q

M M M t s t s s m t s t s s
t s

M M M t s s m t s t s s

t s
M M M m

αα

αα

α

α

α

α

+

+

−−
+ +

+

−−
+

+

≤ + + − − − − −
−

≤ + + − − − −

−
≤ + + −

∫ ∫

∫ ∫  

当 ( ], , 1, 2, ,i it t s i m∈ =  时，对任意的 u∈Ω有 ( ) ( )i gTu t g t M= ≤ 。因此， ( )T Ω 一致有界。 

对任意的 0> ，取
( )( )

2
1 1

1 2

( )
2 f g QM M Mα

α γ
δ

γ γ α−

Γ
=

+ Γ +


。由于 ( )ig t 在 [ ],i it s 上连续，所以 ( )ig t 在 [ ],i it s  

上一致连续，从而存在常数 2 0δ > 使得当 ( ]1 2 ,i it t t s′ ′< ∈ 且 1 2 2t t δ′ ′− < 时，有 ( ) ( )2 1i ig t g t′ ′− < ， 
取 { }1 2min ,δ δ δ= 。 
当 ( ]1 2 1, , 0,1, ,i it t s t i m+′ ′< ∈ =  ，且 1 2t t δ′ ′− < 时，对任意的 u∈Ω有 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )(
( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( ) ) ( )( )
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, , d ,
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i

t
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t
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α

αα

α

α
+

+

′ −
+ + +

+

′ −−
+ +

−
+ + + +

′ ′−


′ ′ ′≤ + − + − −− Γ

′ ′− − − + − −

′ ′− − − + −

∫

∫ ∫

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( 1

2

1 1
1 2 1 2 1

1

1 2 d
i

t
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α α

α
′ − −

+
+


′ 



′ ′ ′ ′≤ + − + − − − −− Γ

∫
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i
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+
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′
+

−
+
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′ ′ ′ ′ ′≤ + − + − − − + −− Γ 


′ ′+ − − − 

′ ′ ′≤ + − + − −
− Γ +

∫ ∫

∫ ∫

∫

( ) ( ) ( )

( ) 1

1
1 1 1 2

1
1 2

2

1

22 .

i i i

g Q

Mt s t s t t

M MM t t

α α

α

α

γ
α γ

−
+

−

′ ′ ′− + − −
Γ +

+ 
′ ′≤ + − <  Γ 



 

当 ( ]1 2 , , 1, 2, ,i it t t s i m′ ′< ∈ =  且 1 2t t δ′ ′− < 时，对任意的 u∈Ω有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 .i iTu t Tu t g t g t′ ′ ′ ′− = − <   

所以， ( )T Ω 在 J 上等度连续，由 Arzela-Ascoli 定理知 T 是紧的。综上所述，T 是全连续算子。 

3. 边值问题解的存在唯一性 

记
( )

( )
, ,

min , ,f t u v J J J
m f t u v

∈ × ×
= ，

( ]
( ){ }1 ,

min inf
i i

g ii m t t s
m g t

≤ ≤ ∈
= ，

( )
( ){ }11 ,

min inf ,Q ii m t u J J
m Q t u+≤ ≤ ∈ ×

= 。 
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假设下列条件成立： 
(H1)存在常数 0 1N< ≤ 使得下式成立 

( ) ( )1 .
Γ 1g QM M M m N

αγ
α

+ + − ≤
+

 

(H2) 
( )

1 0
Γ 1g Q

Mm m
αγ

α
− + ≥

+
。 

定理 3.1 假设条件(H1)(H2)成立，则非瞬时脉冲分数阶迭代微分方程非局部边值问题(1.1)至少存在

一个解。 
证明：由引理 2.6 可知 ( ) ( ): , ,T PC J J PC Jη →  是全连续算子。 
由条件(H1)(H2)可知，当 ( ]1, , 0,1, ,i it s t i m+∈ =  时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )
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1 11
1 1

1
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1
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1 1 d d
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α α

α

α

α

α

α

γ
α

+ −−
+ +

+

+

−
+ + +

+

+


≤ − − − − −− Γ


+ − + − 


 

≤ − − − − − + − + −  − Γ + 

−
≤ − + +

Γ +

≤ − + + ≤
Γ +

∫ ∫
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1
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1

1
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1
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1
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M
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α α

α

α

α
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α

γ
α

+ −−
+ +

+

+

−
+ +

+

+

+

+


≥ − − − − −− Γ


+ − + − 


 

≥ − − − − + + −  − Γ + 
 − −
 ≥ + + −
 − Γ + 

−
≥ +

− Γ +

∫ ∫

( ) 0.Q g im m t s
 

+ − ≥  
 

 

又因为当 ( ], , 1, 2, ,i it t s i m∈ =  时，有 ( ) ( )0 1iTu t g t≤ = ≤ ，所以对任意的 t J∈ 有 

( )0 1.Tu t≤ ≤  

令 ( ){ }: | , ,N u J J u PC J J u NηΩ = → ∈ ≤ ，由条件 (H1)及引理 2.6 的证明过程可知对任意的

1 2 0t t J′ ′< ∈ ，任意的 Nu∈Ω 有 ( ) ( )2 1 2 1Tu t Tu t t tη′ ′ ′ ′− ≤ − 。所以 ( ): ,NT PC J JηΩ → 。再由引理 2.6 可得

( ): ,NT PC J JηΩ → 是全连续算子。 
综上所述，由 Schauder 不动点定理可知算子 T 在 ( ),PC J Jη 上有不动点，故边值问题(1.1)至少有一

个解。 
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假设下列条件成立： 
(H3)存在常数 1 2, 0L L ≥ ，使得对任意 t J∈ 及任取 [ ]1 2 1 2, , , , , 0,1u u v v u v∈ ，有 

( ) ( )1 1 2 2 1 1 2, , , , ,f t u v f t u v L u u− ≤ −  

( ) ( ) 2, , , 1, 2, , .i iQ t u Q t v L u v i m− ≤ − =   

定理 3.2 假设条件(H1)~(H3)成立，且有 

( ) 2
112

1,
Γ 1

L L
αγ

α
+ <

+
 

则非瞬时脉冲分数阶迭代微分方程非局部边值问题(1.1)存在唯一解 ( )* ,u PC J Jη∈ 。 

证明：由定理 3.1 的条件可知算子 ( ) ( ): , ,T PC J J PC J Jη η→ 取
( )

1
2

12
Γ 1

L L
αγ

β
α

= +
+

，对任意的

( ), ,u v PC J Jη∈ ，由条件(H1) (H2)可得，当 ( ]1, , 0,1, ,i it s t i m+∈ =  时有 

( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

1

1
1

1

1
1

1 1 1 1 1 1

1 1 , , , , d
Γ

1 , , , , d
Γ

, ,

i

i

i

t
i is

i i

t
i is

i i i i i i i

Tu t Tv t

t s t s f s u s u u s f s v s v v s s
t s

t s t s f s u s u u s f s v s v v s s

Q t u t Q t v t t s

α

α

α

α
+

−
+

+

−
+

+ + + + + +

−
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∫
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∫

∫
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2
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.
Γ 1

i is L t s u v

L L u v

α

αγ
α

+

 
− + − −  

 
 

≤ + −  + 

 

当 ( ], , 1, 2, ,i it t s i m∈ =  时有 ( ) ( ) 0Tu t Tv t− = 。 

综上所述，对任意的 t J∈ 都有 Tu Tv u vβ− ≤ − ，因为
( )

11
2

2
1

Γ 1
L L

αγ
α

+ <
+

，所以 [ )0,1β ∈ ，从而可得 

T 为压缩映射。由 Banach 压缩映射原理可得，存在唯一一个元素 *u ∈Ω，使得 * *Tu u= ，即问题(1.1)存
在唯一解。证毕。 

4. 结论 

本文首先得到了所研究问题的等价积分方程，然后定义了相应算子并利用 Arzela-Ascoli 定理证明了

算子的全连续性，最后利用 Schauder 不动点定理和压缩映射原理分别得到了分数阶迭代微分方程边值问

题解的存在性和唯一性结果。 
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