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摘  要 

针对一类配置卷积度量的双卷积空间，利用Kozul计算方法和微分几何的理论研究了非退化曲面的卷积

曲率形式，得到其刻画方程。在此基础上，证明了卷积函数为一次函数对应的双卷积空间平坦。 
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Abstract 
For a class of double Warped Product spaces with a Riemannian metric, the paper gives the cur-
vature representation of the nondegenerate surface of double Warped Product space by using the 
knowledge of Kozul formula and the theory of differential geometry. On this basis, it is proved that 
the nondegenerate surface of double Warped Product space is flat if and only if Warped function is 
the first order function. 
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1. 引言 

早在 1948 年，V. F. Kagan 给出了 3 维欧式空间 3E 中平行曲面的分类，并指出 2E 中的开区域、球面
2S 以及圆柱面 1 1S E× 为 3E 中一类特殊的平行平面[1]。对于 2n > 时的情形，U. Simon and A. Weinstein 给

出了
3E 中平行超曲面的分类[2]。在文献[3]中，D. Ferus 得到了欧式空间平行子流形的一般分类定理。从

那时起，研究平行子流形成为微分几何中一个非常有趣和重要的研究课题。 
在文献[4]中，R. L. Bishop，B. O’Neill 为了构造一类具有负曲率的流形结构，引入了卷积空间的概

念。卷积空间为笛卡尔积空间的自然推广，具有重要的几何物理性质。对于广义的卷积空间，L. J. Alias
等学者给出了具有常平均曲率的特殊曲面和超曲面的基本性质[5] [6]。重要的是，在文献[7] [8]中，Chen
和 J. Van der Veken 从微分几何的角度刻画了卷积空间非退化曲面的曲率形式。基于这些研究，本文主要

刻画双卷积空间非退化曲面的曲率形式。首先我们给出双卷积空间上的基本公式、定义和相关理论；其

次，主要研究双卷积空间上非退化曲面的几何性质。 

2. 基本概念和基本公式 

给定配置黎曼度量 Bg 的黎曼流形 B 和开区间 I，设 ,h f 分别为定义在流形 B 上的正函数。考虑乘积

流形 I B× 和投射 : , :I B B I B Iπ η× → × → ，诱导配置卷积度量 2 2
B Ig h g f g= + 的双卷积空间 h fI B× ，称

,h f 为对应卷积空间的卷积函数。 
设伪黎曼流形 ( ),B g  的子流形为 B，流形 B 上的切丛 TB。给定局部坐标卡 ( ),ϕΩ 中的坐标系统{ }ix ，

对任意的 p∈Ω，对应 pT B 上向量场可表示为 ,i j
i jX x Y y= ∂ = ∂ ，其中在任意点Q∈Ω对应切丛 ( )T BΩ 上

的基底{ }( )1,2, ,ix i n∂ ∂ =  为Ω 中的向量场，则协变导数 D 满足 

( )i i j i j
X i i ij jD Y x D Y x y x y D

x x
∂ ∂ = = ∂ +  ∂ ∂ 

 

这里 i jD
x
∂ 

 ∂ 
为Ω 中的向量场。记 k

ijΓ 为对应协变导数 D 的 Christoffel 符号，如果对基底所有的坐

标对 ( ),i j ，都有 k
i ijj kD

x x
∂ ∂  = Γ ∂ ∂ 

，称 D 为Ω 中唯一联络。记伪黎曼流形 ( ),B g  和子流形 B 上对应

Levi-Civita 联络分别为 ,∇ ∇ 。 

定义 1：联络对应的曲率形式定义为 

( ) [ ],, X Y Y X X YR X Y = ∇ ∇ −∇ ∇ −∇
 

记对应 pT M 上向量场可表示为 , , ,i j k l
i j k lX x Y y Z z W w= ∂ = ∂ = ∂ = ∂ ，对应的曲率算式[5] [6]为 

( ) [ ] [ ],, ,X Y X YR X Y Z Z Z= ∇ ∇ −∇ , ( ), ,X Y Z TM∈Γ                    (1.1) 

且有 ( ) ( ), , , , , i j k l
ijklR X Y Z W R Z W Y X R x y z w= = 。 ( ), , ,R X Y Z W 具有以下性质： 

1) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,R X Y Z W R X Y W Z R Y X Z W= − = − ,                                      (1.2) 

2) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , 0R X Y Z W R X Z W Y R X W Y Z+ + = ,                                      (1.3) 
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3) ( ) ( ), , , , , ,R X Y Z W R Z W X Y= .                                                     (1.4) 

结合向量场的基底形式，曲率等价形式为 
a) ijkl ijlk jiklR R R= − = − , 
b) 0ijkl iklj iljkR R R+ + = , 
c) ijkl klijR R= . 

3. 双卷积空间的基本引理 

对于配置卷积度量 2 2
B Ig h g f g= + 的双卷积空间 h fI B× ，设 t 为参数， t∂ 为区间 I 上的向量场的提

升，满足 

( ) { }1 ,q B q q Iη− = × ∈ , ( ) { }1 ,p p I p Bπ − = × ∈ ,                     (2.1) 

其中，双卷积空间 h fI B× 上与 ( )1 pπ − 、 ( )1 qη− 相切的向量场为垂直向量场。记 ,V tVϕ = ∂ ，那么双卷

积空间上的向量场 V 具有如下分解 
ˆ

V tV Vϕ= ∂ + ,                                   (2.2) 

其中V̂ 是属于 V 与 t∂ 正交的垂直分解元。 ( )B 和 ( )I 分别指代双卷积空间 h fI B× 上的底流形的向量场

集[7]。 
引理 2.1. 记 t 为区间 I 上的弧长参数，设向量场 ( ),X Y B∈ ，双卷积空间 h fI B× 上的度量满足： 
1) ( ),

t t tg hh∂ ′∇ ∂ ∂ = − , 

2) ( ) ( ) ( ), , , 0
t tt t X t tg X g X g∂ ∂∇ ∂ = ∇ ∂ = ∇ ∂ ∂ =   , 

3) ( ) ( ) ( ), , ,
t X t Bg X Y g Y ff g X Y∂ ′∇ = ∇ ∂  , 

4) ( ) ( ), ,X t Bg Y ff g X Y′∇ ∂ = − , 

5) ( ) ( ) ( ), , ,
t Y t Bg Y X g X ff g X Y∂ ′∇ = ∇ ∂ =  . 

证明：利用文献[2] [3]中的 Kozul 公式， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )2 , , , , , , , , , ,Xg Y Z X g Y Z Y g Z X Z g X Y g X Y Z g Y Z X g Z X Y∇ = + − − + + . 

分别代入对应的向量场 , ,t X Y∂ ，引理得证。 
引理 2.2. 对于向量场 ( ),X Y B∈ ，相应的 Levi-Civita 联络∇ 满足 

1) ( )ln
t t th∂

′∇ ∂ = ∂ , 

2) ( )ln
t X tX f X∂

′∇ = ∇ ∂ =  , 

3) ( ), , lnX tY X Y f ′∇ ∂ = − . 

证明：设 ( )1 2,a a C M∞∈ ，结合引理 2.1 得到 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 22

,
, , , ,BR R

X t B X B X t t

ff g X Y
g Y a Z a a fg Y Z a ff g X Y g Y a Z a

h
′

′∇ + ∂ = ∇ − = ∇ + ∂ + ∂
 
 
 

, 

分别代入对应的向量场 , ,t X Y∂ ，引理得证。 

4. 双卷积空间非退化曲面的几何性质 
本节主要结合双卷积空间 h fI B× 非退化曲面的结构形式，给出刻画曲面几何性质的主要引理[7] [8]。 
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引理 3.1. 设向量场 ( ), ,X Y Z B∈ ，双卷积空间 h fI B× 上的曲率张量 R 满足： 

1) ( ),t t
hf h fX X

hf
R

′′ ′ ′−
∂ ∂ = , 

2) ( ), ,t t
fX Y X
f

R Y
′′

∂ = ∂ , 

3) ( ), 0tX YR ∂ = , 

4) ( ) ( ) { }
2

2, , ,
f c

X Y Z Y Z X X Z Y
f

R
′− +

= −  (c 为常数)。 

证明： 
利用引理 2.2 和曲率算式(1.1)得到 

( ) [ ]

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

,,

ln ln

ln ln ln ln

t t t

t

t

t t X t X t tX

X t

t t X t

X

f X h

f X f X X h h

hf h f X
hf

R ∂ ∂ ∂

∂

∂

∂ ∂ = ∇ ∇ ∂ −∇ ∇ ∂ −∇ ∂

′ ′= ∇ −∇ ∂

′ ′ ′ ′= ∂ + ∇ − ∂ − ∇ ∂

′′ ′ ′−
=

     

 

 

.             (3.1) 

类似(3.1)计算方法，分别代入对应的向量场 , ,t X Y∂ ，引理 3.1 得证。 

定理 3.2. 双卷积空间 h fI B× 平坦的充要条件是正函数为一次函数 ( )f t at b= + ，且常数 2c a= − 。 

证明：双卷积空间 h fI B× 平坦的条件对应 ( ) ( ) { }
2

2, , , 0
f c

X Y Z Y Z X X Z Y
f

R
′− +

= − = ，从而

( )2 0f c′ − = ，则正函数为一次函数。 

定理 3.3. 设向量场 ( ), ,X Y Z B∈ ，双卷积空间 h fI B× 上的 Ricci 曲率满足： 

1) ( ) ( )3
,t t

hf h f
Ric

hf
′′ ′ ′−

∂ ∂ = , 

2) ( ), 0tRic X∂ = , 

3) ( )
2

2

2, 2 ,f c fRic X Y X Y
f ff

 ′ ′′ 
= −  + +  

   
. 

证明：给定双卷积空间 h fI B× 的正交标架 ( )4 , 1, 2,3t ie
E i

h f
∂ 

= = 
 

，利用引理 3.1 和 Ricci 曲率公式

( ) ( ), , ,m m mmRic V W R V E W E= ∑  得到 

( ) 3
42 1

1, , , , ,t t i i
ii

e e
Ric X Y R X Y R X Y

h h f fh =

∂ ∂   = +   
   

∑  ,                (3.2) 

( ) ( ) ( )

( )

4
1

3

42 2
1

3

2
1

1 1, , , , ,

1 ,

3

L
t t t t t t i t i t i

i

i i i
i

Ric R R e e
h f

hf h f e e
hff

hf h f
hf

=

=

∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂

′′ ′ ′−
=

′′ ′ ′−
=

∑

∑

 

 .                (3.3) 
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类似(3.3)计算方法，定理 3.3 得证。 
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