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摘  要 

本文分别介绍了积分第一中值定理与积分第二中值定理，并就积分型Cauchy中值定理分别讨论了在积分

区间长度趋于零和积分区间长度趋于无穷大时中间点ξ 的渐近性质，并且取得了一些积分型Cauchy中值

定理中间点的渐近性质的重要推广。 
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Abstract 
In this paper, we introduce the First integral mean value theorem and the Second integral mean 
value theorem, and discuss the approachability of inter mediate point ξ  on the Cauchy mean 
value theorem of integral type when the length of integral tends to zero and infinity, and attain 
some advanced theorems on the basic of the approachability. 
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1. 引言 

积分中值定理在微积分理论中占有极其重要的地位，近年来，积分中值定理中间点的渐近性质越来

越引起人们的重视，并且取得了一些很好的结论。本文中定理[1] [2]分别介绍了积分第一中值定理与积分

第二中值定理；定理[3] [4] [5] [6]就积分型 Cauchy 中值定理讨论了在积分区间长度趋于零时中间点ξ 的

渐近性质；定理[7]就积分型 Cauchy 中值定理讨论了在积分区间长度趋于无穷大时中间点ξ 的渐近性质。

本文在已经取得的一些渐进性质的基础之上所取得的重要推广，它们都是更为一般的结论： 
1) 设函数 ( )f x 和 ( )g x 在 ],a b 上连续，对 ],x a b∀ ∈  ， ( ) 0g x ≠ 且不变号；在 a 点处为 n 次可微，

且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1, , 1i if a g a i n= = = − ， ( ) ( ) 0nf a ≠ ， ( ) ( ) 0ng a ≠  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.n nf a g a f a g a− ≠  

若ξ 是
( )
( )

( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x x f
gg x x

ξ
ξ

=∫
∫

所确定的，则有：

1
1lim

1
n

b a

a
b a n
ξ

→

−  =  − + 
。 

2) 设函数 ( ) ( ),f x g x 在 ),a +∞ 上具有直至 n 阶和 m 阶连续导数， ( ) ( ) ( )lim 0, , 1i

x
f x i n

→+∞
= +∞ = − , 

( ) ( )lim 0n

x
f x A

→+∞
= ≠ , ( )lim d

x

ax
f t t

→+∞
= +∞∫ , ( ) ( ) ( )lim 0, , 1i

x
g x i m

→+∞
= +∞ = − , ( ) ( )lim 0m

x
g x B

→+∞
= ≠ , 

( )lim d
x

ax
g t t

→+∞
= +∞∫ . 

对 [ ),x a∀ ∈ +∞ ， ( ) 0g x ≠ 且不变号。 

若ξ 是由
( )
( )

( )
( )

d

d

x

a
x

a

f t t f
gg t t

ξ
ξ

=∫
∫

所确定的，则有：

1
1lim
1

n m

x

a m
x a n
ξ −

→+∞

− + =  − + 
，其中 A，B 为常数。 

2. 关于积分型 Cauchy 中值定理 

定理 1 (积分第一中值定理)若 ( ) ( ),f x g x 在 ],a b 上连续， ( ) ]0, ,g x x a b≠ ∈  ，则在 )( ,a b 中至少存

在一点ξ ，使得 

( )
( )

( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x x f
gg x x

ξ
ξ

=∫
∫

. 

定理 2 (积分第二中值定理)设函数 ( )f t 在 [ ],a x 上可积， ( )g t 在 [ ],a x 上单调，则在 [ ],a x 上存在一点

ξ ，使得 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d
x x

a a
f t g t t g a f t t g x f t t

ξ

ξ
= +∫ ∫ ∫  

3. 积分区间长度趋于零时，中间点ξ 的渐近性 

定理 3 设函数 ( )f t 和 ( )g t 在区间 [ ],a x 上连续， ( )f t 在点 a 可导， ( )g t 在 [ ],a x 上不变号，且

( ) ( ) 0f a g a′ ≠ 。由积分第一中值定理[本文中定理 1]，则存在由 

( ) ( ) ( ) ( )d d
x x

a a
f t g t t f g t tξ=∫ ∫  

所确定的ξ  [ [ ],a xξ ∈ ]，有 

1im 2l
x a

a
x a
ξ

→

−
=

−
. 

定理 4 设函数 ( )f t 在区间 [ ],a x 上连续， ( ) ( )1nf a−
存在，且 ( ) ( ) ( ) ( )2 0nf a f a f a−′= = = = ，

( ) ( )1 0nf a− ≠ ； ( )g t 在 [ ],a x 上有连续的导函数，且 ( ) 0g t′ ≠ 。 

若ξ 是由 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d d
x x

a a
f t g t t g a f t t g x f t t

ξ

ξ
= +∫ ∫ ∫ 所确定的，则有 

1lim
1nx a

a
x a n
ξ

+→

−
=

− +
. 

上面我们看到了积分中值定理的一些渐进性质，对上面的性质作一些推广，可以得到更一般的结论。 
定理 5 设函数 ( )f x 和 ( )g x 在 ],a b 上连续，对 ],x a b∀ ∈  ， ( ) 0g x ≠ 且不变号；在 a 点处为 n 次可

微，且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1, , 1i if a g a i n= = = − ， ( ) ( ) 0nf a ≠ ， ( ) ( ) 0ng a ≠  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0n nf a g a f a g a− ≠ . 

若ξ 是
( )
( )

( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x x f
gg x x

ξ
ξ

=∫
∫

所确定的，则有 

1
1lim

1
n

b a

a
b a n
ξ

→

−  =  − + 
. 

证明  把 ( )f x 与 ( )g x 在点 a 展开成 Tayor 公式： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )1!

n
n nf a

f x f a x a x x a
n

θ= + − + −                         (1) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )2!

n
n ng a

g x g a x a x x a
n

θ= + − + −                         (2) 

其中 ( ) ( )1 2,x xθ θ 在 ],a b 上连续，且 ( ) ( )lim 0 1,2ix a
x iθ

→
= =  

由(1)，(2)可得 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1

1
1

d d
!

d
1 !

n
b b n n

a a

n
bn n

a

f a
f x x f a x a x x a x

n

f a
f a b a b a x x a x

n

θ

θ+

 
= + − + − 

  

= − + − + −
+

∫ ∫

∫

                (3) 
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2

1
2

d d
!

d
1 !

n
b b n n

a a

n
bn n

a

g a
g x x g a x a x x a x

n

g a
g a b a b a x x a x

n

θ

θ+

 
= + − + − 

  

= − + − + −
+

∫ ∫

∫

                (4) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )1!

n
n nf a

f f a a a
n

ξ ξ θ ξ ξ= + − + −                        (5) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )2!

n
n ng a

g g a a a
n

ξ ξ θ ξ ξ= + − + −                        (6) 

将(3)，(4)，(5)，(6)代入
( )
( )

( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x x f
gg x x

ξ
ξ

=∫
∫

，并化简可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1
2

1
2 1

1 1 2

1
1

1
1 2

! 1 !

d
1 ! !

d d

! 1 !

d
1 !

n n
n n n

n n
bn n n n

a

b bn n n

a a

n n
n n n

n
bn n n

a

f a g a f a g a
b a a f a b a a b a

n n

f a g a
b a a a x x a x

n n

g a x x a x x x a x a

f a g a f a g a
b a a g a b a a b a

n n

g a
b a a f a x x a

n

ξ θ ξ ξ

θ ξ ξ ξ θ

θ θ θ ξ ξ

ξ θ ξ ξ

θ ξ ξ θ

+

+

+

+

− − + − − + −
+

+ − − + − −
+

+ − + − −

= − − + − − + −
+

+ − − + −
+

∫

∫ ∫

∫
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 1d d

!

n
b bn n n n

a a

x

f a
a x x a x x x a x a

n
ξ θ θ θ ξ ξ+ − − + − −∫ ∫

 

现在，以 ( ) 1nb a +− 除上式的两边，并且令 b a→ ，再利用 L’Hospital 法则可以推出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim

1 ! !

n n n n n

b a

f a g a f a g a f a g a f a g a a
n n b a

ξ
→

− − − =  + − 
 

由于 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0n nf a g a f a g a− ≠ ，故有 
1

1lim
1

n

b a

a
b a n
ξ

→

−  =  − + 
.                                   (7) 

证毕。 
在定理 5 中，令 n = 1，便可以得到以下的结果： 
推论 1  设函数 ( )f x 和 ( )g x 在 ],a b 上连续，对 ],x a b∀ ∈  ， ( ) 0g x ≠ 且不变号； ( )f x 和 ( )g x 在 a

点处可导，且 ( ) ( ) 0f a g a= = , ( ) 0f a′ ≠ , ( ) 0g a′ ≠ , ( ) ( ) ( ) ( ) 0f a g a f a g a′ ′− ≠ . 

若ξ 是
( )
( )

( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x x f
gg x x

ξ
ξ

=∫
∫

所确定的，则有 

1lim
2b a

a
b a
ξ

→

−
=

−
. 
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又在定理 5 中，若取 ( ) 1g x ≡ ，即得： 

推论 2 若 ( )f x 是区间 ],a b 上的联续函数，且 ( ) ( ) ( )0 0, , 1if a i n= = − ， ( ) ( ) 0nf a ≠  

若ξ 是
( )
( )

( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x x f
gg x x

ξ
ξ

=∫
∫

所确定的，则有 

1
1lim

1
n

b a

a
b a n
ξ

→

−  =  − + 
. 

当 ( )f x 为 n 阶可导， ( )g x 为 m 阶可导时( m n≠ )，积分型 Cauchy 中值定理的中间点ξ 有如下的渐

近性质： 
定理 6 设函数 ( )f x 和 ( )g x 分别在 ],a b 上有 n 阶和 m 阶的连续导数， ( ) ( ) ( )0 0, , 1if a i n= = − ，

( ) ( ) 0nf a ≠ ； ( ) ( ) ( )0 0, , 1ig a i m= = − ， ( ) ( ) 0mg a ≠ ，对 )( ,x a b∀ ∈ ， ( ) 0g x ≠ 且不变号。 

若ξ 是由
( )
( )

( )
( )

d

d

b

a
b

a

f x x f
gg x x

ξ
ξ

=∫
∫

所确定的，则有 

1
1lim
1

n m

b a

a m
b a n
ξ −

→

− + =  − + 
.                                 (8) 

4. 积分区间长度趋于无限时，中间点ξ 的渐近性 

为了讨论 x → +∞时中间点ξ 的渐近性质，我们先给出两个引理： 
引理 1 设函数 ( ) ( ),f x g x 在 ( ),a +∞ 内有意义，且满足 

1) ( )lim
x

g x
→+∞

= ∞ ；  

2) ( ) ( ),f x g x 在 ( ),a +∞ 内可微且 ( ) 0g x′ ≠ ； 

3) 
( )
( )

lim
x

f x
k

g x→+∞

′
=

′
 (有限或无穷)。 

则必有
( )
( )

lim
x

f x
k

g x→+∞
= 。 

此称为改进的罗比塔法则。 
引理 2 若 ( )lim

x
f x

→+∞
= +∞， ( )lim

x
g x A

→+∞
= ，则 

1) 当 A < 0 时， ( ) ( )lim
x

f x g x
→+∞

= −∞； 

2) 当 A > 0 时， ( ) ( )lim
x

f x g x
→+∞

= +∞。 

定理 7 设函数 ( ) ( ),f x g x 在 ),a +∞ 上连续且 ( )g x 不变号， ( )lim d
x

ax
f t t

→+∞
= ∞∫ ， ( )lim d

x

ax
g t t

→+∞
= ∞∫ ，

( ) 0f x ≠ ， ( ) 0g x ≠ ，又有 ( )lim
x

x f x Aα

→+∞
= ， ( )lim

x
x g x Bβ

→+∞
= 。 

则对 )( ,x a∀ ∈ +∞ ，必存在 )( ,a xξ ∈ ，使得 

( )
( )

( )
( )

d

d

x

a
x

a

f t t f
gg t t

ξ
ξ

=∫
∫

.                                   (9) 
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且 
1

1lim
1x

a
x a

β αξ β
α

−

→+∞

− − =  − − 
.                               (10) 

其中 ,A B 为非零常数， ,α β 为实数， 1, 1α β< < 且α β≠ 。 
若令 ( ) 1g x ≡ ， 0β = ，则有： 

推论 3  设 ( )f x 在 ),a +∞ 上连续， ( )lim d
x

ax
f t t

→+∞
= ∞∫ ，且对 )( ,x a∀ ∈ +∞ ， ( ) 0f x ≠ ，又有

( )lim
x

x f x Aα

→+∞
= ，则对 )( ,x a∀ ∈ +∞ ，必存在 )( ,a xξ ∈ ，使得 

( ) ( )( )d
x

a
f t t f x aξ= −∫ . 

且 

( )
1

lim 1
x

a
x a

α
ξ α

→+∞

−
= −

−
. 

此即为第一积分中值定理的中间点在 x → +∞时的渐近性。 
上面我们看到了积分中值定理的一些渐进性质，对上面的性质作一些推广，又可以得到更一般的结

论。 
本文通过运用积分型 Cauchy 中值定理，分别讨论了在积分区间长度趋于零和积分区间长度趋于无穷

大时中间点ξ 的渐近性质。定理 5 与定理 7 是本文在已经取得的一些渐进性质的基础之上所取得的重要

推广，它们都是更为一般的结论，并且它们的特殊情况[本文中推论 1，2，3]是渐进性质的一些经典结论，

其在实际解决一些问题的时候十分的简洁、方便。 
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