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摘  要 

图的交叉数是图论中重要的一个分支，国内外诸多学者对图的交叉数这一问题进行广泛的关注和深入的

研究。Garey和Johnson证明了确定图的交叉数问题是NP-完全问题，因此图的交叉数目问题仍然值得研

究。但是由于探究和证明难度比较大，国内外对图的交叉数目问题的研究进展比较缓慢。至今为止，图

的交叉数的研究成果集中在典型图类上，只得到了较少图族交叉数的精确值。本文主要采用数学归纳法

和反证法研究了Chordal Ring图 ( )kCR8 1,3,9 的交叉数。对于Chordal Ring图 ( )kCR8 1,3,9 ，给出一个交

叉数为2k的好的画法，从而确定Chordal Ring图 ( )kCR8 1,3,9 的上界。采用数学归纳法，以 k 2= 时，

( )( )cr CR16 1,3,9 4= 为基础，假设 k 1− 时，不等式 ( )( ) ( )kcr CR k8 1 3,9 2 1, ≥ − 成立。采用反证法，将

( )kCR8 1,3,9 的边集分为不相交的2k组，讨论所有可能情形，证明了Chordal Ring图 ( )kCR8 1,3,9 的下界。

因此证明了： ( )( ) ( )kcr CR k k8 1 3 9 2 2, , = ≥ 。 
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Abstract 
The crossing number of graphs is an important branch of graph theory. Many scholars at home 
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and abroad have paid extensive attention to and studied the crossing number of graphs. Garey and 
Johnson proved that the problem of determining the number of intersects of graphs is 
NP-complete, so the problem of the number of intersects of graphs is still worth studying. However, 
due to the difficulty of exploration and proof, the research on the crossing number of graphs is 
slow at home and abroad. So far, the research results of graph crossing number focus on typical 
graph class, and only get the exact crossing numbers of very few families graphs. In this paper, a 
crossing number of chordal ring graphs ( )kCR8 1,3,9  are studied by mathematical induction and 
reduction. The upper bound of chordal ring graph ( )kCR8 1,3,9  is determined. By mathematical 

induction, on the basis of k 2= , ( )( )cr CR16 1,3,9 4= , and assuming k 1− , the inequality is valid 

for ( ) ( )( ) ( )1−8 , ,1 3 9 2 1kcr CR k≥ − . In this paper, the edge set of ( )kCR8 1,3,9  is divided into 2k 

groups with no intersection by the method of inverse proof, all possible cases are discussed, and 
the lower bound of ( )kCR8 1,3,9  of chordal ring graph is proved. It is thus proved that:  

( )( ) ( )kcr CR k k8 1 3 9 2 2, , = ≥ . 
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1. 交叉数的研究进展 

1.1. 六边形图 

王晶等人[1]证明了六边形图的 3,nH 的交叉数，并给出了关于 ,m nH 交叉数的猜想： 

( ) ( ), 2 .m ncr H m n= −  

历莹[2]的论文里证明了： 

( ) ( )4,2 2 2 .cr H n n= ≥  

1.2. Knödal 图 nW3,  

邓成瑞[3]证明了 Knödal 图 ,3 nW 的交叉数为： 

( ) ( )

( )

3,8 3,10

3,

0; 1;

mod 6 , 12.
6 2n

cr W cr W

n ncr W n

 = =

   = + ≥   

 

1.3. Chordal Ring 图 ( )nCR x y z, ,  

Javaid 等人[4]证明了 ( )1,3,5nCR 的交叉数： 
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( )( ) ( )
( )( ) ( )
1,3,5 0, 0 mod 4 ;

1,3,5 1, 2 mod 4 .
n

n

cr CR n

cr CR n

 = ≡


= ≡
 

郑文萍等人[5]证明了 ( )( )10 1,3,7 1cr CR = ， ( )( ) ( )1,3,7 mod 6 2
6n
ncr CR n = +  

 ( 12n ≥ 且 n 为偶数)。 

Muhammad Imran 等人[6]提出 ( )1,3,9nCR 的上界( 12n ≥ 且 n 为偶数)： 

( )( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

mod 4 , 0,6 mod8 ;
4

1,3,9 3, 4 mod8 ;
3

mod 4 , 2 mod8 .
4

n

n n n

ncr CR n

n n n

  + ≡  
≤ + ≡

  + ≡  

 

同时 Muhammad Imran 等人证明了 ( )( )10 1,3,9 1cr CR = ， ( )( )12 1,3,9 2cr CR = ， ( )( )14 1,3,9 1cr CR = ，

( )16 1,3,9 4CR = ， ( )( )18 1,3,9 4cr CR = ， ( )( )20 1,3,9 4cr CR = ， ( )( )22 1,3,9 5cr CR = ，给出了 ( )8 1,3,9kCR 的

好的画法，确定了其交叉数的下界， ( )( )8 1,3,9 2kcr CR k≤ ；证明了 ( )( ) ( )8 1,3,9 2 2kcr CR k k= ≥ 。但是我

们发现文献里 ( )8 1,3,9kCR 的证明过程中少讨论一些情形，存在几处漏洞。因此本文证明 

( )( ) ( )8 1,3,9 2 2kcr CR k k= ≥ 。 

2. Chordal Ring 图 ( )kCR8 1,3,9 的交叉数 

2.1. Chordal Ring 图 ( )kCR8 1,3,9  

为了便于书写，下文将 Chordal Ring 图 ( )8 1 3 9, ,kCR 记为 kG ， kG 的顶点集和边集为： ( )kV G V U= ∪ ，

其中 { }2 8:i kV v i i= ∈ 且 是偶数 ， ( ){ }81 2 : kiU v i i−= ∈ 且 是奇数 ， 

( ) { }4 1
1 40

, , .k
k i i i i i ii

E G v u v u v u−
+ +=

=∪  

将 kG 的边集合分成 4k 个互不相交的子集，对于 0 4 1i k≤ ≤ − ，令 { }1 4, ,i i i i i i iE v u v u v u+ += 。如果本文

不特别指出，每个顶点的下标模 8k。对于 0 4 1i k≤ ≤ − ，每个 iE 都是 ( )kE G 的一部分，那么可以得到

( ) 4 1

0

k
k ii

E G E−

=
=∪ ， i jE E = ∅∩ ，其中 0 4 1i j k≤ ≠ ≤ − 。令 D 是 kG 的一个好的画法，用 ( )D if E  

( 0 4 1i k≤ ≤ − )表示计算在画法 D 下与 iE 相关的交叉点数目的函数， 

( ) ( )( ), 2D i i k if E cr E E G E= −  

( ) ( )4 1
0 .k

D iicr D f E−

=
= ∑  

对于 kG 的一个好的画法 D，记 D
il 是满足 ( )1

0 0.5il
D i j ij f E l−

+=
≥∑ 的最小正整数，其中 0 4 1i k≤ ≤ − 。当

i j≤ 时， , 1

j
i j kk

H E
=

=∪ ， 0 4 1i k≤ ≤ − 。 
令 1 1 2 2 3 3 4i i i i i i i i i iC v u v u v u v u v+ + + + + + += ，0 4 1i k≤ ≤ − 。令 { }3

1
i

i k kk i
B v u+

+=
=∪ 。 1i i i iQ u v u += ，设 iC 将平面分

为 iintC 和 iextC 两个等价区域。 

2.2. kG 交叉数的上界 

引理 2.1 对于 2k ≥ ， ( ) 2kcr G k≤ 。 
证明：如图 1 所示，给出了 kG 的一个只有 2k 个交叉数的好画法。 
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Figure 1. A good drawing of Gk 
图 1. Gk的一个好的画法 

2.3. kG 交叉数的下界 

2.3.1. G2 交叉数 
引理 2.2 ( )2 4cr G = 。 
证明：图 2G 与图 4,2H 同构，如图 2 和图 3 所示，定义映射 f 如下， ( )4 0f v a= ， ( )4 1f u a= ， ( )0 2f v a= ，

( )0 3f u a= ， ( )5 0f u b= ， ( )1 1f v b= ， ( )1 2f u b= ， ( )5 3f v b= ， ( )6 0f v c= ， ( )2 1f u c= ， ( )2 2f v c= ，

( )6 3f u c= ， ( )7 0f u d= ， ( )3 1f v d= ， ( )3 2f u d= ， ( )7 3f v d= 。在历莹[2]的文章中，证明了 ( )4,2 4cr H = ，

因此 ( )2 4cr G = 。 
 

 
Figure 2. A good drawing of G2 
图 2. G2的一个好的画法 

 

 
Figure 3. A good drawing of 4,2H  

图 3. 4,2H 的一个好的画法 
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2.3.2. kG 交叉数的下界证明 
引理 2.3 设 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − ，D 是 kG 的一个好的画法， ( ) 2cr D k< ， 3k ≥ 。则 

( ) ( )( ), 1D i D i k icr B cr B E G B+ − ≤ ， 0 4 1i k≤ ≤ − 。 

证明：反证法。不失一般性，令 ( ) ( )( )0 0 0, 2D D kcr B cr B E G B+ − ≥ ，设在画法 D 中删掉 iB 得到画法
*D ，则 ( ) ( )* 2cr D cr D≤ − 。由于 *D 是 1kG − 的一个细分图的好的画法，由 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − 得

( ) ( )* 2 1cr D k≥ − ，所以有 ( ) ( )* 2 2cr D cr D k≥ + ≥ ，产生矛盾。因此 ( ) ( )( ), 1D i D i k icr B cr B E G B+ − ≤ 得

证。 
引理 2.4 设 C 和 C'是图 kG 中的两个圈， tP 是图 kG 中的一条以 1v 和 tv 为端点的路径，D 是 kG 的一个

好的画法，且 ( ) ( )V C V C′ = ∅∩ ， ( ) ( )tV C V P = ∅∩ 。若 C 和 C'相交，则 ( ) ( )( ), 2Dcr E C E C k′ = ， 1k ≥ 。

在画法 D 下，若 tP 与 C 相交，如果 1v 和 tv 位于 ( )D C 的同一区域，则 ( ) ( )( ), 2D tcr E C E P k= ， 1k ≥ ；如

果 1v 和 tv 位于 ( )D C 的不同区域，则 ( ) ( )( ), 1D tcr E C E P ≥ 。 
引理 2.5 设 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − ，D 是 kG 的一个好的画法， ( ) 2cr D k< ， 3k ≥ 。若 ( ) 0D if E = ，

( ), 3 1D i icr H + = 且 5 6 7, , ,i i i iu u u u+ + + 在 ( ), 3i iD H + 的不同区域中，则 4D
il ≤ ， 0 4 1i k≤ ≤ − 。 

证明：反证法。不失一般性，假设 ( )0 0Df E = ， ( )0,3 1Dcr H = ， 0 5 6 7, , ,u u u u 在 ( )0,3D H 的不同区域，

令 ( ) ( )4 5 5 6 6 7 3 7 4 1 4 1 0 4 4 0,, k kQ v u v u v u P u v v u P v u− −= ∪ ∪ ∪ 。 ( ) ( ) { }0,3 0 5 6 7, , ,V Q V H u u u u=∩ ， 

( ) ( )0,3E Q E H = ∅∩ ，由引理 2.4 知， ( ) ( )( )0,3, 2Dcr E Q E H ≥ ，且 ( )0,3 1Dcr H = ，因此 0 4Dl ≤ 。 
引理 2.6 设 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − ，D 是 kG 的一个好的画法， ( ) 2cr D k< ， 3k ≥ 。若 ( ) 0D if E = ，

( )1 2, 1D i icr E E+ + = ，则 5D
il ≤ ， 0 4 1i k≤ ≤ − 。 

证明：反证法。不失一般性，假设 ( )0 0Df E = ， ( )1 2, 1Dcr E E = ， 0 5Dl > 。由引理 2.5 知，同构意义

下 ( )0,3D H 只存在八种可能的画法，如图 4 所示。 
 

 

Figure 4. ( )1 2, 1Dcr E E =  

图 4. ( )1 2, 1Dcr E E =  

 
引理 2.7 设 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − ，D 是 kG 的一个好的画法， ( ) 2cr D k< ， 3k ≥ 。若 ( ) 0D if E = ，

( )2 3, 1D i icr E E+ + = ，则 8D
il ≤ ， 0 4 1i k≤ ≤ − 。 
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证明：反证法。不失一般性，假设 ( )0 0Df E = ， ( )2 3, 1Dcr E E = ， 0 8Dl > 。由引理 2.5 知，同构意义

下 ( )0,3D H 只存在八种可能的画法，如图 5 所示。 
 

 

Figure 5. ( )2 3, 1Dcr E E =  

图 5. ( )2 3, 1Dcr E E =  

 
引理 2.8 设 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − ，D 是 kG 的一个好的画法， ( ) 2cr D k< ， 3k ≥ 。若 ( ) 0D if E = ，

( )1 3, 1D i icr E E+ + = ，则 12D
il ≤ ， 0 4 1i k≤ ≤ − 。 

证明：反证法。不失一般性，假设 ( )0 0Df E = ， ( )1 3, 1Dcr E E = ， 0 12Dl > 。由引理 2.5 知，同构意义

下 ( )0,3D H 只存在八种可能的画法，如图 6 所示。 
 

 

Figure 6. ( )1 3, 1Dcr E E =  

图 6. ( )1 3, 1Dcr E E =  
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引理 2.9 设 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − ，D 是 kG 的一个好的画法， ( ) 2cr D k< ， 3k ≥ 。若 ( ) 0D if E = ，

( ), 3 0D i icr H + = 且 5 6 7, , ,i i i iu u u u+ + + 两点在 iintC ，两点在 iextC ，则 5D
il ≤ ， 0 4 1i k≤ ≤ − 。 

证明：反证法。不失一般性，假设 ( )0 0Df E = ， ( )0,3 0Dcr H = ， 0 5Dl > 。且 0 5 6 7, , ,u u u u 两点在 0intC ，

两点在 0extC ，同构意义下 ( )0,3D H 只存在三种可能的画法，如图 7 所示。 
 

 

Figure 7. 0 5 6 7, , ,u u u u  two vertices 0intC  two vertices 0extC  
图 7. 0 5 6 7, , ,u u u u 两点在 0intC 两点在 0extC  

 
引理 2.10 设 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − ，D 是 kG 的一个好的画法， ( ) 2cr D k< ， 3k ≥ ，若 ( ) 0D if E = ，

( ), 3 0D i icr H + = 且 5 6 7, , ,i i i iu u u u+ + + 一点在 iintC ，三点在 iextC ，则 12D
il ≤ 。 

证明：反证法。不失一般性，假设 ( )0 0Df E = ， ( )0,3 0Dcr H = ， 0 12Dl > 。且 0 5 6 7, , ,u u u u 一点在 0intC ，

三点在 0extC ，同构意义下 ( )0,3D H 只存在四种可能的画法，如图 8 所示。 
 

 

Figure 8. 0 5 6 7, , ,u u u u  one vertice 0intC  three vertices 0extC  
图 8. 0 5 6 7, , ,u u u u 一点在 0intC 三点在 0extC  

 
引理 2.11 设 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − ，D 是 kG 的一个好的画法， ( ) 2cr D k< ， 3k ≥ ，若 ( ) 0D if E = ，

( ), 3 0D i icr H + = 且 5 6 7, , ,i i i iu u u u+ + + 在 iextC ，则 12D
il ≤ 。 

引理 2.12 假设对于有序数对 ( ),i j ， 0 4 1i j k≤ ≠ ≤ − ，存在图 kG 的一个自同构映射 ,i j∅ 满足

( ),i j i m j mE E+ +∅ = ，0 4 1m k≤ ≤ − 。令 D 是图 kG 的一个好的画法，c 是一个正常量。若对于 0 4 1i k≤ ≤ − ，

( )D if E c< ，则存在一个正整数 ( )2 4l l k≤ ≤ ， ( )1
0

l
D i jj f E lc−

+=
≥∑ ，则 ( ) 4cr D ck≥ 。 

证明：若对于任意的 ( )0 4 1i i k≤ ≤ − ，有 ( )D if E c≥ ，则 ( ) 4cr D ck≥ 得证； 
若存在 ( )0 4 1i i k≤ ≤ − ，使得 ( )D if E c< ，设 in 是满足 ( )1

0
l

D i jj f E lc−
+=

≥∑ 中最小的 l。令
0i

n 是所有 in
中最大的数，若

0i
n 不唯一，则任选它们其中一个，不失一般性，假设 0 0i = 。按以下的规则将

( )0 4 1iE i k≤ ≤ − 从 0E 开始升序排列： 
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1) 设
00 1 1, , , nE E E −� 为第一组； 

2) 令 0n i= ，则 i 是未分组子集 jE 中下标最小的数。若 ( )D if E c< ，则 1 1, , ,
ii i i nE E E+ + −� 为第二组。

否则令 iE 自己为第二组； 
3) 对于剩余未分组的 jE ，按照方法 2)继续分组。当分组结束后，每个 iE 仅属于一个分组里。设 M

是 ( )D jf E c< 中最大的 ( )0 4 1j j k≤ ≤ − 且 gM 为包含 ME 的分组。由
0i

n 的定义可知， 0E 不在 gM 中(否则

由规则 2)得到
0M in n≥ ，与

0i
n 的定义发生矛盾)。所以，每个 iE 仅属于一个分组。 

通过上面的方式进行分组，每一组 iE 的平均交叉数至少是 c，并且每个 iE 仅属于一个分组，因此

( ) 4cr D ck≥ 得证。 
定理 2.13 设 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − ，D 是 kG 的一个好的画法， ( ) 2cr D k< ， 3k ≥ 。对任意一个

( )0 4 1i i j k≤ < ≤ − ，若 ( ) 0.5D if E < ，一定有以下四个结论之一： 
a) 4D

il ≤ ； 
b) 5D

il ≤ ； 
c) 8D

il ≤ ； 
d) 12D

il ≤ 。 
证明：当 ( ) 0.5D if E < 时，若 ( ), 3 1D i icr H + = ，由引理 2.5，结论 a 成立； 
若 ( )1 2, 1D i icr E E+ + = ， ( ), 3 0D i icr H + = 且 5 6 7, , ,i i i iu u u u+ + + 两点在 iintC ，两点在 iextC ，由引理 2.6 和 2.9，

结论 b 成立； 
若 ( )2 3, 1D i icr E E+ + = ，由引理 2.7，结论 c 成立； 
若 ( )1 3, 1D i icr E E+ + = 、 ( ), 3 0D i icr H + = 且 5 6 7, , ,i i i iu u u u+ + + 一点在 iintC ，三点在 iextC 、 ( ), 3 0D i icr H + = 且

5 6 7, , ,i i i iu u u u+ + + 在 iextC ，由引理 2.8，引理 2.10，引理 2.11，可得结论 d 成立。 
所以定理 2.13 得证。 
定理 2.14 2k ≥ 时， ( ) 2kcr G k≥ 。 
证明：通过对 k 的归纳证明 kG 交叉数的下界。 
当 2k = 时，由文献[2]知， 2G 的交叉数是 2； 
假设 ( )1 3k k− ≥ 时，不等式 ( ) ( )1 2 1kcr G k− ≥ − 成立，下证 ( ) 2kcr G k≥ 。 
假设 ( ) 2kcr G k< ， kG 中的边集分为互不相交的 4k 组 iE ，对于任意序数对 ( ),i j ， 0 4 1i j k≤ < ≤ − ，

存在图 kG 的一个自同构映射 ,i j∅ ，满足 ( ),i j i m j mE E+ +∅ = ，这里 0 4 1m k≤ ≤ − 。 
情形 1：若任意 ( )0 4 1i i j k≤ < ≤ − ， ( ) 0.5D if E ≥ ，则 ( ) ( )4 1

0 2k
k D iicr G f E k−

=
= ≥∑ ，与假设矛盾，因

此假设不成立， ( ) 2kcr G k≥ ，定理得证。 
情形 2：若存在 ( )0 4 1i i j k≤ < ≤ − ， ( ) 0.5D if E < ，可得定理 2.13，再根据引理 2.12，c 取 0.5，可

得 ( ) 2kcr G k≥ ，与假设矛盾，因此 ( ) 2kcr G k≥ ，定理得证。 

3. 结论 

本文通过分支限界法证明 Chordal Ring 图 ( )( )8 1,3,9 2kCR k ≥ 的交叉数，给出相应图的好的画法，从

而确定所研究图的上界。采用数学归纳法、反证法证明其交叉数的下界至少是 2k，与假设矛盾，因此可

以确定 Chordal Ring 图 ( )( )8 1,3,9 2kCR k ≥ 的交叉数是 2k。即 ( )( ) ( )8 1,3,9 2 2kcr CR k k= ≥ 。 
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