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摘  要 

本文运用Holder不等式、Gronwall不等式等基础工具，从简单的常系数线性随机微分方程出发，通过取

积分因子，将非线性随机微分方程变成确定性的微分方程，再经过适当变换，得到它的解，以此证明解
的存在性和唯一性。 
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Abstract 
This paper uses Holder inequality, Gronwall inequality and other basic tools, starting from a sim-
ple linear stochastic differential equation with constant coefficients, by taking the integral factor, 
the nonlinear stochastic differential equation is transformed into a deterministic differential equ-
ation, and then through appropriate transformation, we get its solution, so as to prove the exis-
tence and uniqueness of the solution. 
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1. 前言 

随机微分方程最早出现在 20 世纪初期，其概念最早以布朗运动形式，由爱因斯坦提出，而后，其严

格数学定义由伊藤清和 Stratonovich 完成。今天，随机微分方程在物理、化学、经济与金融、控制理论等

诸多领域有着广泛应用[1] [2]。 
随机微分方程的解的存在性与唯一性[3] [4] [5] [6] [7]，存在定理的证明，常使用 Picard 迭代[3] [4]，

亦可使用不动点定理[3] [5] [6]，二者各有优点，其中，[6]利用非线性映射 Schauder-Tychonov 型不动点

定理证明有界 Lipschitz 条件下非线性 SDE 解的存在性，[7]使用了比 Picard 迭代更有效的 Caratheodory
近似建立了存在唯一性理论。在一般方程中，一致 Lipschitz 条件，线性增长条件均难以满足[1] [3]，且

迭代、近似过程繁复，本文仅以常系数线性方程为引，通过取积分因子，将非线性随机微分方程变成确

定性的微分方程，以求解的方式证明解的存在性，从而避免了复杂的迭代过程，证明过程简练，可使我

们方便理解，而且，如文中此类具有一定特征的非线性方程，一般均可采取此种方法将非线性随机微分

方程变成确定性的微分方程，从而求解。 

2. 预备知识 

2.1. 定义 1 

若 dR 值随机过程 ( )X t 满足以下条件： 

i) ( )X t 是连续适应过程 
ii) ( )( ) ( )1, , df t X t L J R∈ ， ( )( ) ( )2, , d mg t X t L J R ×∈  
iii) ( )X t 满足如下随机积分方程 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0 0

0 , d , d
t t

t t
X t X f s X s s g s X s B s= + +∫ ∫  

则称 ( )X t 是随机微分方程的解，若 ( )X t 与随机微分方程的任何其它解 ( )X t 无差别，即 

( ) ( )( ) 1P X t X t= =  

则说 ( )X t 是随机微分方程的唯一解。 

2.2. 伊藤等距 

假设 ( ) [ ], 0,g t t T∈ 满足平方可积条件 ( )2
0

d
t
g t t < ∞∫ ，对形如 ( ) ( ) ( )

0
d

t
I t g s B s= ∫ 的伊藤积分，有 

( ) ( )2 2
0

d
t

E I t E g s s  =  ∫ 。 
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2.3. Holder 不等式 

如果
1 11, 1, 1, ,p qp q f L g L
p q

> > + = ∈ ∈ ，则 1fg L∈ ，并且 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 1

d d d
p qp qf x g x x f x x g x x⋅≤∫ ∫ ∫  

其中，等号在且只在
pf 和

qg 相差一个常数因子时成立。 

2.4. Gronwall 不等式 

设 ( )tϕ 是 J 上的有界非负 Borel 可测函数， ,k β 是非负常数，如果 

( ) ( )
0

d
t

t k s sϕ β ϕ≤ + ∫ , 0 t T≤ ≤  

那么 ( ) ( )expt k tϕ β≤ ， 0 t T≤ ≤ 。 

3. 随机微分方程解的存在唯一性 

3.1. 线性随机微分方程 

已知 ( ) 00r r= ，刻画利率 ( )r t 变动的 Wasicek 模型，即如下 SDE： 

( ) ( )( ) ( )d d dr t t t B tα β σ= − + , 0 t T≤ ≤  

其中， , ,α β σ 均是大于 0 的常数，证明其解为： 

( ) ( ) ( )0 0
e 1 e e e d

tt t t sr t r B sβ β β βα σ
β

− − −= + − + ∫  

证明：先证唯一性，由定义 1，方程的解可以表示为 

( ) ( )( ) ( )0 0 0
d d

t t
r t r r s s B sα β σ= + − +∫ ∫  

和 

( ) ( )( ) ( )0 0 0
d d

t t
r t r r s s B sα β σ= + − +∫ ∫  

两式相减，由幂平均不等式、Holder 不等式得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

22 2
0 0 0

22 2
0 0 0 0

22 2
0 0 0

22 2
0

22
0 0 0

0 0

d

2 2 d

2 2 1d d

2 2 d

2 2 d

t

t t

t

t

t

r s r s s

E r r E r s r s s

E r r E s E r s r s s

E r r tE r s r s s

E r r

E r t r t E r r

T E r s r s s

β

β

β

β

β

−

≤ − + −

≤ − + ⋅ −

≤ − + −

≤ − + ⋅

= −

−

− +

∫

∫

∫ ∫

∫

∫

 

据 Gronwall 不等式 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
0 0 0

2 2
0 0

2 exp 2 1d

2 exp 2

t
E r t r t E r r T s

E r r Tt

β

β

− ≤ − ⋅

⋅= −

⋅ ∫
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假定 0 0r r= ，则 ( ) ( )( )2
0E r t r t− = 对任意 0t ≥ 成立，因此 

( ) ( )( )0 1P r t r t− = =  

由 ( ) ( )t r t r t→ − 的连续性[8]得 

( ) ( )( ), , 0 1P r t r tω ω− = =  

唯一性得证 
下证存在性：假设 ( ) ( )e tX t r tβ= ,据伊藤乘法法则[2]有： 

( ) ( ) ( )
( )

d e e d de

e d e d

t t t

t t

r t r t r t

t B t

β β β

β βα σ

  = + 
= +

 

此时，右侧不再含有 ( )r t 项，两边同时积分可得: 

( ) ( )0 0 0
e e d e d

t tt s sr t s sr Bβ β βα σ− = +∫ ∫  

因此 

( ) ( ) ( )0 0
1 e e e dt tt t sr B sr t e β ββ βα σ

β
− − −− += + ∫  

因为方程的解存在，所以存在性得证。 

3.2. 非线性随机微分方程 

几何均值回复过程 ( )X t 定义为如下随机过程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ln d dX t k X t X t t X t B tα σ= − +   , 0 t T≤ ≤  

的解，这里 , ,k α σ 均是正常数，这个过程被 Tvedt 用于模拟海运中的运费率[9]。 
证明：先证唯一性，由定义 1，方程的解可以表示为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 ln d d
t t

X t X k X s X s s X s B sα σ= + − +  ∫ ∫  

和 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 ln d d
t t

X t X k X s X s s X s B sα σ = + − + ∫ ∫  

两式相减，由幂平均不等式、Holder 不等式、伊藤等距得 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ){ }

( ) ( )( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

2

2

0 0

22 2
0

2
2

0

22 2
0

22
0

 0 0 ln ln d d

3 0 0 3 ln ln d

3 d

3 0 0 3 ln ln d

3 d

t t

t

t

t

t

E X t X t

E X X k X s X s X s X s s X s X s B s

E X X k E X s X s X s X s s

E X s X s B s

E X X k tE X s X s X s X s s

E X s X s s

α α σ

α α

σ

α α

σ

−

 = − + − − − + − 

 ≤ − + − − − 

+ −

 ≤ − + − − − 

 + − 

∫ ∫

∫

∫

∫

∫
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由绝对值的性质有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

ln l

ln l

n

n

X s X s X

X s X s X s X

s X s X

s

s X s

X s X s

α

α

α α − − −

≤ − −

≤ −



−  

所以 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

22
0

22 2 2 2
0

22 2 2 2
0

2 22 2 2
0

3 d

3 0 0 3

3 0 0 3 d

d

3 0 0 3 d

t

t

t

t

X s X s

E X s X

E X t

s s

E X X k

X t E X X k tE s

t E X s X s s

E X X k T E X s X s s

σ

α σ

α σ

α −

 + − 

 = − + + − 

 ≤ − + + − 

 − ≤ − +  

∫

∫

∫

∫

 

据 Gronwall 不等式 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 23 0 0 exp3E X t X t E X X k T tα σ⋅− ≤ − +  

假定 ( ) ( )0 0X X= ，则 ( ) ( )( )2
0E X t X t− = 对任意 0t ≥ 成立，因此 

( ) ( )( )0 1P X t X t− = =  

由 ( ) ( )t X t X t→ − 的连续性得 

( ) ( )( ), , 0 1P X t X tω ω− = =  

唯一性得证 

下证存在性：令 ( ) ( ) ( )2 2
0 0

1 1exp d d exp
2 2

t t
F t B s s B t tσ σ σ σ   = − + = − +   

   ∫ ∫  

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ln dF t X t F t k X t X t tα= ⋅ −    

令 ( ) ( ) ( )Y t F t X t=  

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

1 1d
ln

d
ln ln

Y t
F t k F t Y t F t Y t

t
kY t F t Y t

α

α

− − = ⋅ − ⋅ 

= + −
 

也即是 

( )
( ) ( ) ( )( )d

ln ln d
Y t

k F t Y t t
Y t

α= + −  

对每个给定的ω∈Ω ,这是关于函数 ( ),t Y t ω→ 的确定性的微分方程，所以 

( ) ( ) ( )( )d ln ln ln dY t k F t Y t tα= + −  

记 ( ) ( )lnZ t Y t=  
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则上式化为 

( ) ( ) ( )( )d ln dZ t k F t Z t tα= + −  

解此关于 ( )Z t 的微分方程得 

( ) ( ) ( )2
0

1e e d 0
2

tkt ksZ t k B s s s Zα σ σ−   = − + +    
∫  

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

2

0

e

exp e ln 0 1 e e e d
2

Z t

tkt kt kt ks

X t F t Y t F t

X B s
k

σα σ

− −

− − −

= =

  
= + − − +  

   
∫

 

因为方程的解存在，所以存在性得证。 

4. 结束语 

通过对具体随机微分方程的讨论，证明了解的存在性与唯一性，存在性的证明过程，其实也是解随

机微分方程的常用方法，所作变换，可应用于类似方程中，有一定借鉴意义，对于更一般的方程，可以

直接套用公式。此文证明方法简单明了，对于初学者有一定的启发。 
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