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摘  要 

本文研究了一类基于避难所控制策略的不连续食饵–捕食者模型的全局动力学。利用Filippov理论和非

光滑分析方法得到了实平衡点和伪平衡点的存在性，并证明了这些平衡点的全局渐近稳定性。借助数值

模拟，分析了所得结果的生物学意义。 
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Abstract 
In this paper, the global dynamics of a discontinuous predator-prey model based on shelter con-
trol strategy is studied. By using Filippov theory and non-smooth analysis method, the existence of 
real equilibrium and pseudo equilibrium is obtained, and the global asymptotic stability of these 
equilibria is proved. With the help of numerical simulation, the biological significance of the ob-
tained results is analyzed. 
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1. 引言 

近年来，食饵–捕食者系统的研究一直是数学和生态学研究的重要课题和热点问题之一[1]。建立食

饵–捕食者模型也是研究生态动力学的一个常用的并且很重要的研究方法。Gause 等人在 1936 年所做的

关于草履虫和酵母细胞的实验，通过实验数据可以得到两个物种之间的相互作用依赖于酵母细胞的浓度

[2]。随后 Gause 等人利用不连续的饱和函数替换 Lotka-Volterra 食饵–捕食者模型中的线性消耗率，并将

改进后的模型称为 Gause 模型，之后在[3]中作者利用 Filippov 理论重新分析了该模型，并提出 Gause 模

型可能是第一个描述猎物避难所使用效果的右端不连续食饵–捕食者模型。此后有关食饵避难的食饵–

捕食者系统引起了国内外学者的广泛关注。黄等人在[4]中所介绍的不连续微分方程理论对食饵–捕食者

模型的研究有重要的作用。唐等人[5]也对不连续食饵–捕食者模型进行了全局稳定性分析。王和李等人

在[6]中给出了更具有一般性的模型。在经典捕食食饵模型的基础上，[7]基于比例控制的阈值策略，比较

系统地研究了一类带有食饵避难的型捕食者–食饵模型，虽然可以得到比较好的结果，但是比例控制的

策略不太容易实现。而在本文中，根据食饵数量的多少来决定是否采取措施，当食饵的数量少于给定的

阈值的时候加入避难所，从而来保护食饵，避免其灭绝，当食饵的数量高于阈值的时候，捕食者以第一

类功能函数来消耗猎物[8]，从而保证大自然的生态多样性。 

2. 模型介绍及预备知识 

考虑如下具有避难所的不连续食饵–捕食者模型。 

( )

( )

d 1
d
d
d

u uau c u v
s k
v dv b u v
s

φ

φ

  = − −   

 = − +

                             (2.1) 

其中 u 和 v 分别表示 s 时刻的食饵和捕食者的数量；a 表示食饵的内在增长率；k 表示最大的环境容纳量；

c 表示捕食者的捕获速率；d 表示捕食者的死亡率；b 表示捕食者的转化速率，b < c， 

( )
0, ,

, .
u

u
mu u

ω
ϕ

ω
<

=  >
 

为控制函数， 0ω > 为控制阈值。为了减少模型(2.1)中独立参数的个数，对该模型进行无量纲化及时 

间尺度变换。令
1, ,u kx v ky s t
a

= = = 得到 

( ) ( )

( )

d 1
d
d
d

x x x x y
t
y y x y
t

αφ

γ βφ
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                               (2.2) 
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其中 , ,c d b
a a a

α γ β= = = ，控制函数变为 

( )
0, ,

, .
x

u
ax x

θ
φ

θ
<

=  >
 

记 ( ){ }2 , 0, 0R x y x y+ = ≥ ≥ 。显然，(2.2)由下面两个子系统 

( )
( ) 1

d 1
d ,
d
d

x x x
t x y G
y y
t

γ

 = − ∈
 = −
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                                (2.3) 

和 

( )
( ) 2

d 1
d ,
d
d

x x x a xy
t x y G
y y a xy
t

α

γ β

 = − − ∈
 = − +
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                            (2.4) 

构成，分别称为左子系统和右子系统，其中 

( ){ } ( ){ }2 2
1 2, , , .G x y R x G x y R xθ θ+ += ∈ < = ∈ >  

记 

( ){ }2, : .x y R x θ+∑ = ∈ =  

称∑为系统(2.2)的切换线。 
对于左子系统 (2.3) ，存在平衡点 ( ) ( )0 1

1 10,0 , 1,0E E= = 。对于右子系统 (2.4) ，存在平衡点

( ) ( )0 1
2 20,0 , 1,0E E= = 且当αβ γ> 时存在内部平衡点 

( )1 1 1 2, , .aE x y
a a
γ β γ
β αβ

 −
= =  

 
 

关于子系统的动力学性质，我们有下面的结果，其证明结果可参考文献[7]。 
命题 2.1 对于子系统(2.4)，当αβ γ< 时 1

2E 是全局渐近稳定的，而当αβ γ> 时 1E 是全局渐近稳定的。 
由于系统(2.2)的向量场是不连续的，本文将讨论系统(2.2) Filippov 意义下的解，其定义如下。 
定义 2.2 若向量函数 ( ) ( )( )0 0 0 0; , , ; ,x t x y y t x y 在 [ )0,T 的任意有界闭子区间 [ ]1 2,t t 上绝对连续

( )0 T< ≤ +∞ ，满足 ( ) 00x x= 和 ( ) 00y y= ，并且存在可测函数 ( ) [ ) [ ]: 0, 0,1t Tλ λ= → 使得对几乎所有的

[ )0,t T∈ 有 

( )d 1
d
d
d

x x x xy
t
y y xy
t

αλ

γ βλ

 = − −

 = − +


                                 (2.5) 

那么称向量函数 ( ) ( )( )0 0 0 0; , , ; ,x t x y y t x y 是系统(2.2)过初始值 ( )0 0,x y 的解。 
根据平衡点与切换线的相对位置，子系统的平衡点关于系统(2.2)分为实平衡点, 虚平衡点和边界平衡

点三类。对于系统(2.2)， 1
1E 和 1

2E 分别是虚平衡点和实平衡点； 1
1E 当 10 x θ< < 时是虚平衡点，当 1x θ> 时

为实平衡点，而当 1x θ= 时为边界平衡点。为考虑模型(2.2)的生物学意义，需分析系统(2.2)解的有界性和

正性，其结果由下面这个命题给出，证明可参考文献[9]。 
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命题 2.3 ( ) ( )( ),x t y t 是系统(2.2)过初始值 ( )0 0,x y 的解且满足 0 0x > 和 0 0y > ，则 ( ) ( )( ),x t y t 的存在

区间为 [ )0,+∞ ，在 [ )0,+∞ 上有界且 ( ) 0x t > 和 ( ) 0y t > 成立。 
切换线附近的动力学行为对不连续动力系统的全局动力学分析具有重要作用，下面分析系统(2.2)在

切换线∑附近的动力学行为，系统(2.2)在切换线∑可分为穿越域 c∑ 和滑模域 s∑ 两个部分，其中 

( ) 2
1 1

1, : 0 , ,c c cx y R y y x y
a
θθ
α+
− ∑ = ∈ < < = = 

 
 

和 

( ) 2
1 1

1, : , , .s c cx y R y y x y
a
θθ
α+
− ∑ = ∈ < = = 

 
 

通过对向量场的分析，系统(2.2)的解在穿越域 c∑ 中从左往右穿越切换线，而在滑模域∑中只能沿着

s∑ 滑动，且 s∑ 为吸引域。因此在滑模域 s∑ 上系统(2.2)具有滑模动力学，利用 Filippov 凸方法可计算滑

模方程为 

( )d ,
d
y f y x
t

θ= =                                    (2.6) 

其中 

( ) ( )1
f y y

βθ θ
γ

α
−

= − +                                 (2.7) 

若存在 1cy y∗ > 使得 ( ) 0f y∗ = ，则称 ( ), yθ ∗ 为系统(2.2)的伪平衡点。注意到 ( ) 0f y∗ = 存在唯一的非

零正根 
( )1

,py
βθ θ

αγ
−

=  

因此系统(2.2)可能的伪平衡点为 ( ), pyθ 。 
命题 2.4 设 ( )1 1,T x θ= 和 py 由(2.7)所定义，则系统(2.2) 

i) 当 1x θ< 即
a
γ θ
β
< 时，存在唯一的伪平衡点 ( ),p pE yθ= ，且从 s∑ 出发的解沿 s∑ 收敛到 pE ； 

ii) 当 1x θ> 即
a
γ θ
β
> 时，不存在伪平衡点，且从 s∑ 出发的解沿 s∑ 在有限时间内到达 1T 。 

证明：经计算可得 

( ) ( ) ( )1 1

1
cf y x

a
αβ θ

θ
α
−

= −                                (2.8) 

与 
( )lim 0

y
f y

→+∞
<                                     (2.9) 

则当 1x θ< 时有 ( ) ( )1 0cf y f +∞ < 。注意到 py 是 ( ) 0f y = 的唯一正根，从而 1x θ< ，即系统(2.2)存在唯一

的伪平衡点 ( ),p pE yθ= 。另外由(2.7)可推出， ( ) 0f y γ′ = − < 因此结论(i)成立。当 1x θ> 时有 ( ) 0f y < ，

故结论(ii)成立。 

3. 主要结果及其证明 

本节将分三种情形讨论(2.2)平衡点的存在性。 

情形 1： 0
a
γ θ
β

< <  
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在这种情况下 1E 是虚平衡点，在滑模 s∑ 上存在伪平衡点 PE 。 

定理 3.1 若 0
a
γ θ
β

< < ，则系统(2.2)的伪平衡点 PE 是全局渐近稳定的。 

证明：由于平衡点 1E 在系统(2.4)中是全局渐近稳定的，并且不存在包含 s∑ 的滑模环，所以从区域 2G
出发的轨线将在有限时间内到达滑模与 s∑ 相交，从区域 1G 出发的轨线要么直接到达滑模 s∑ 上，要么由

于点(1, 0)的稳定性，将会进入 2G 区域，并在有限时间内到达滑模，又因为伪平衡点 PE 在滑模上是稳定

的，所以伪平衡点 PE 是全局渐近稳定的。 

情形 2： 1
a
γθ
β

< <  

在这种情况下， 1E 是实平衡点，在滑模 s∑ 上不存在伪平衡点 PE 。 

定理 3.2 若 1
a
γθ
β

< < ，则系统(2.2)的实平衡点 1E 是全局渐近稳定的。 

证明：由于 1E 在系统(2.4)中的稳定性，从切点 1T 出发的任何解都不会再次到达滑模 s∑ 上，必将趋向

于平衡点 1E ，从区域 2G 出发的任何轨线到达滑模 s∑ 之后将沿着滑模域移动到达切点 1T ，然后趋向于平

衡点 1E ，所以从区域 2G 出发的任何轨线都将会收敛到 1E 。 
从区域 1G 开始的任何解都将在有限时间内到达阈值 x θ= ，到达滑模 s∑ 的轨线都将沿着滑模域到达

切点 1T ，然后趋向于平衡点 1E ，此外任何到达切点 1T 以下的轨线将进入区域 2G ，因此也会趋向于平衡点

1E ，故系统(2.2)的所有解都最终趋向于平衡点 1E 。 

情形 3： 0
a
γ
β
<  

在这种情况下， 1E 是虚平衡点，在滑模 s∑ 上不存在伪平衡点 PE 。 

定理 3.3 若 0
a
γ
β
< ，则系统(2.2)的实平衡点 1

2E 是全局渐近稳定的。 

证明：由于 1
2E 在系统(2.4)中的稳定性，从切点 1T 出发的任何解都不会再次到达滑模 s∑ 上，必将趋向

于平衡点 1
2E ，从区域 2G 出发的任何轨线到达滑模 s∑ 之后将沿着滑模域移动到达切点 1T ，然后趋向于平

衡点 1
2E ，所以从区域 2G 出发的任何轨线都将会收敛到 1

2E 。 
从区域 1G 开始的任何解都将在有限时间内到达阈值 x θ= ，到达滑模 s∑ 的轨线都将沿着滑模域到达

切点 1T ，然后趋向于平衡点 1
2E ，此外任何到达切点 1T 以下的轨线将进入区域 2G ，因此也会趋向于平衡

点 1
2E ，故系统(2.2)的所有解都最终趋向于平衡点 1

2E 。 

4. 生物学意义 

在自然界中捕食者与食饵的相互作用中，如果没有避难所对食饵的保护，食饵是很有可能灭绝的，因

此在本文中加入了避难所的因素。先利用 Lyapunov 函数来对子系统平衡点的稳定性来进行判断，然后再 

去分析整个系统的全局动力学行为。通过分析我们可以得到：当内部平衡点不存在时，即 0
a
γ
β
< 时，此

时捕食者和食饵是在平衡点 1
2E 处稳定的。当阈值比较大的情况下，即 0

a
γ θ
β

< < ，此时的猎物和捕食者

是可以在伪平衡状态下共同存活的(如图 1)。当阈值比较小时，即 0
a
γθ
β

< < ，猎物和捕食者可以在实平 

衡的状态下一起存活下去(如图 2)。本文的策略是在食饵的数量比较少的时候加入避难所对食饵进行保护。

以上分析表明在合适的情况下加入猎物避难所这个措施是可行的，猎物较少的时候会进入避难所里，这 
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Figure 1. Curve: Global asymptotic stability of the pseudo 
equilibrium EP of system (2.2) 
图 1. 系统(2.2)伪平衡点 EP的全局渐近稳定性 

 

 
Figure 2. Curve: Global asymptotic stability of the real equili-
brium E1 of system (2.2) 
图 2. 系统(2.2)实平衡点 E1的全局渐近稳定性 

 
样捕食者所能捕获猎物的机会就会变少，从而捕食者的数量会下降，避免食饵灭绝，从而保护生物的多

样性。 
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