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摘  要 

利用终端观测值，研究了非散度型退化抛物方程中重构源项的反问题。基于最优控制理论，将反问题转

换为了最优控制问题。建立了控制泛函极小元的存在性和必要条件，并由必要条件得到了最优问题的局

部唯一性和稳定性。 
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Abstract 
Using terminal observations, the inverse problem of reconstructing source terms in non-divergent 
degenerate parabolic equations is studied. Based on optimal control theory, the inverse problem 
is transformed into an optimal control problem. The existence and necessary conditions of control 
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functional are established. The local uniqueness and stability of the optimal problem are obtained 
from the necessary conditions. 
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1. 引言 

偏微分方程[1]是描述和刻画物理过程、系统状态、社会与生物现象的有力工具。由给定的方程、定

解区域以及相应的初、边值条件确定方程的解，即偏微分方程正问题，偏微分方程的反问题[2] [3]是指已

知或部分已知方程的解反求方程中的未知量。正问题与反问题是相互依存、相互决定的。与前者相比，

大多数反问题都是不适定[4] [5]的。近年来，反问题在应用数学领域迅速发展，并在医疗、物理、信号探

测、金融衍生品定价等方面都有重要的应用。 
许多学者用不同的方法研究了经典抛物方程系数识别问题。相比之下，研究非散度型退化抛物方程

系数反演问题的文献却甚少。这类方程在实际工业以及金融数学上有着重要的作用。与经典抛物方程相

比，退化抛物方程的主要困难在于主系数的退化性，即使初始值和系数是足够光滑的函数，也可能导致

相应解没有足够的正则性。在文献[6]，作者研究了在以下退化抛物方程中确定源项 g 的反问题 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ], , , 0,1 0,t x x
u a x u g x t x t Q T− = ∈ = ×  

解的唯一性和 Lipschitz 稳定性由全局 Carleman 估计得到。在[7]中，类似的方法被应用于气候演化

领域中出现的非线性反系数问题，其中假设扩散系数在区域的两端都消失。基础模型退化的最重要的反

问题可能是 Black-Scholes 方程中局部波动率的重构。在[8] [9] [10] [11]中，作者已经仔细考虑了从当前期

权市场价格中识别隐含波动率的逆问题，基于最优控制框架，得到了反问题的存在性、唯一性和适定算

法。在文献[12]，作者致力于在电磁理论的框架内研究具有缺陷的磁致弹性层的正向和反向散射问题。根

据缺陷轮廓上的位移场，针对透磁和不透磁缺陷，建立了边界积分方程的耦合系统，为了识别缺陷的位

置和大小，利用拟牛顿迭代法开发了一种有效的数值算法。在文献[13]，作者通过考虑一些额外的数据在

一维抛物线方程中识别退化扩散系数的反问题，通过能量方法证明了在某个时刻已知内部数据来识别扩

散系数的唯一性和 Lipschitz 稳定性。对于退化抛物方程，文献[14]研究了一个从最终温度分布信息恢复

源温度的反问题，首先通过积分变换和刘维尔定理(复分析)来确定该反问题的唯一性。借助积分恒等式，

进一步构造了反问题的 Lipschitz 稳定性。最后，给出了几个数值实验证明算法的准确性和高效性。在文

献[15]，作者考虑了分数阶扩散方程的初始条件的识别问题。基于特征函数展开，证明了有界时空域上强

解的唯一存在性，根据观察算子的紧致性解释了反问题的不适定性。采用拉普拉斯变换技术和解析延拓

法证明反问题的唯一性。鉴于反问题的不适定性，作者转而考虑 Tikhonov 型优化问题，并借助变分伴随

技术，采用共轭梯度法求解优化问题。在这篇文章中，主要讨论了一类非散度型退化抛物方程源项识别

问题。该源项系数在实际应用中扮演着重要的角色。这个问题可以用以下形式表述： 
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问题 P：考虑如下非散度型退化抛物方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ]
( ) ( ) [ ]

, , , 0, ,

,0 , 0,1 ,
t xx xu a x u b x u c x u x t g x x t Q T

u x x x

λ

ϕ

 − + + = ∈ = Ω×


= ∈Ω =
                (1) 

其中 ( )g x 是未知源项， ( )a x ， ( )b x ， ( )c x ， ( ),x tλ 和 ( )xϕ 是给定的光滑函数，并且满足： 

( ) ( ) ( )0 1 0, 0, 0,1 ,a a a x= = > ∈  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0, 1

d
0, 0, , 0, , ,

d
x x

a x
b x c x x t f x t x t g x

x
λ λ

= =

 
− = > > = 

 
 

假设已知附加条件： 

( ) ( ), .u x T xκ=                                         (2) 

接下来将根据(1)和(2)来确定 u 和 g。 

2. 最优控制问题 

一般地，唯一性在反问题中占有举足轻重的地位，它决定了额外条件是否足以识别未知信息。推导

唯一性的工具有很多，如能量估计、积分方程、Carleman 估计等。值得一提的是，Carleman 估计是推导

反问题的唯一性和 Lipschitz 稳定性的有效工具。但不幸的是，它无法处理反问题 P 等终端控制问题。故

本文将考虑问题 P 的正则化。在此之前，先对正问题加以讨论并给出一些基本定义、引理和估计。 
定义 1. 是 ( )0C Q∞ 关于下列范数的闭包： 

( )( )2 2

0 0

21
d d , .

T
u a x u u x t u= + ∇ ∈∫ ∫

  

定义 2. 函数 ( ),u x t 是方程(1)的弱解，如果 [ ] ( )( )20, ; 0,1u C T L∈  ，并且对任意 

( ) ( )( )20, ; 0,1L T L∞ψ ∈  ， ( )2L Q
t
ψ∂
∈

∂
， ( ), 0Tψ ⋅ = ，有以下等式成立： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

0 0 0 0 0
d d ,0 d d d .x x x

T T
u u a u b cu x t x x f x t

t
ψ ψ ψ ψ ϕ ψ ψ∂ − + − + − ⋅ = ∂ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫           (3) 

定理 1. 对于任意给定的 ( )f L Q∞∈ ， ( )0,1Lϕ ∞∈ ，存在(1)的唯一弱解且满足以下估计： 

( )1 1 1 1

0 0 0

2
2 2 2

0 00 0
max d d d d d d .

t

t

T

t uu x a x t C x f x t
x

ϕ
≤ ≤

∂
+ ≤ +

∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

证明  首先证明存在性。对于任意 0 1ε< < ，考虑以下正则化问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2 , , , ,

0, 1, 0,

,0 ,

u u u
a x b x c x u f x t x t Q

t xx
u t u t

u x x

ε ε ε
ε ε

ε ε

ε ϕ

∂ ∂ ∂
− + + = ∈ ∂ ∂∂

 = =
 =

                   (4) 

其中 

( ) ( ) [ ], 0,1 .a x a x xε ε= + ∈  

根据退化抛物方程理论，方程(4)存在唯一弱解 ( ),u x tε 。 
接着对 ( ),u x tε 给出一些先验估计。不失一般性，不妨假设 ( ),u x tε 是(4)的经典解。否则，可以光滑
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化(4)的系数，然后考虑近似问题的解决方案。 
在(4)式的两边同乘 uε ，并在 [ ] ( )0,1 0,tQ t= × 上积分，有 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

2
2

2 0
d d d d d d d d d d .

t t t t tu u u
u x t a x u x t b x u x t c x u x t fu x t

t xx
ε ε ε

ε ε ε ε ε ε
∂ ∂ ∂

− + + =
∂ ∂∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

通过分部积分，得到 

1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

1 1 1

0 0 0 0 0

2

0

2 2

2

1 1d d d d d d
2 2

d d d d d d .

t t

t t t

u u
u x x a u x t a x t

x x
u

b u x t cu x t fu x t
x

ε ε
ε ε ε ε

ε
ε ε ε

ϕ
∂ ∂ ′− + +  ∂ ∂ 

∂
+ + =

∂

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
                (5) 

注意到 
1

0 0
2d d 0.

t
cu x tε ≥∫ ∫  

因此 

( )1 1 1

0 0 0 0 0

1

2
2

22 21 1

0 0 0 0 0

1 d d d d d
2

1 1 1d d d d d ,
2 2 2

t t

t t

u u
u x a b u x t a x t

x x

f x t u x t x

ε ε
ε ε ε ε

ε ϕ

∂ ∂ ′+ + +  ∂ ∂ 

≤ + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
                     (6) 

对上式不等式的左端第二项进行分部积分，得 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

12

0

0 0

1

0 0 0

1 1

0 0 0 0

1

0 0

1

0 0

2

2

2

d d

d d d

d d d d

1 d d
2

d d .

t

t t

t t

t

t

x

x

x

u
a u x t

x

a u t a u u x t

u
a u x t a u x t

x

a u x t

M

b

b b

b b

b

u x t

ε
ε ε

ε ε ε ε ε

ε
ε ε ε ε

ε ε

ε

∂′
∂

 ′ ′ = −   

+

+ +

+ +
∂′ ′ = − −  ∂

′ = −  

≤

+

−

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

这里根据 a 和 b 的光滑性，定义 ( )1
2 x

M baε +′ ≥   。 

令 0ε → ，由 Gronwall 不等式，显然有 

( )1 1 1 1

0 0 0

2
2 2 2

0 00 0
max d d d d d d .

t

t

T

t uu x a x t C x f x t
x

ϕ
≤ ≤

∂
+ ≤ +

∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

这意味着弱解存在性成立。 
接下来证明弱解的唯一性，假设 1 2,u u 是方程(1)的两个解，并且令 

( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , , , .U x t u x t u x t x t Q= − ∈  

显然 [ ] ( )( )20, ; 0,1U C T L∈ ，并且对于任意 ( ) ( )( )20, ; 0,1L T L∞ψ ∈ ， ( )2L Q
t
ψ∂
∈

∂
， ( ), 0Tψ ⋅ = ， 

有以下积分等式成立 

1

0 0
d d 0.x x x x x

t
U a U aU bU cU x t

t
ψ ψ ψ ψ ψ∂ − + + + + = ∂ ∫ ∫                     (7) 
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对于任意给定的 ( )0C Qκ ∞∈ ，由上面得到的存在性可知对以下方程存在一个弱解 

[ ] ( )( )20, ; 0,1v C T L∈ ，且 ( )2v L Q
τ
∂

∈
∂

 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,t xx xv a x v b x v cv x t x t Qκ− − + + = ∈  

( ) ( ), 0, 0,1 .v x T x= ∈  

在(7)式令 vψ = ，得 
1

0 0
d d 0.

t
U x tκ =∫ ∫  

注意到κ 的任意性，有 

( ) ( ), 0, . . , ,U x t a e x t Q= ∈  

即 

( ) ( ) ( )1 2, , , . . , .u x t u x t a e x t Q= ∈  

定理 1 得证。 
注 1 上面定义的弱解是在整个域 Q 上。若只考虑空间相关的情况，可以将定义 1 修改为： 
定义 1’. 将 ( )1 0,1aH 定义为 ( )0C Q∞ 在以下范数下的闭包： 

( ) ( )( ) ( )1

1

0

2 2 2 1
0,1 d , 0,1 .

a aHu a x u u x u H= + ∇ ∈∫  

定义 2 也可以改写为： 
定义 2’. 函数 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 2 10, ; 0,1 0, ; 0,1au H T L L T H∈  称为方程(1)的弱解，如果 u 满足 

( ) ( ) ( ),0 , 0,1 ,u x x xϕ= ∈  

并且以下积分等式几乎处处对 ( ]0,t T∈ 成立 
1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0
d d d d d d ,t x x x x xu x au x a u x bu x cu x f xψ ψ ψ ψ ψ ψ+ + + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

通过类推论证，可以证明这种弱解的存在性、唯一性和正则性，类似于定理 1。 
由于反问题 P 是不适定的，即其解不稳定地依赖于数据，我们转而考虑以下最优控制问题 P1： 
问题 P1：寻找 ( )g x ∈使得： 

( ) ( )min ,
g

J g J g
∈

=


                                   (8) 

其中 

( ) ( ) ( )1 1

0 0

2 21 , ; d d ,
2 2

NJ g u x T g x x g xκ= − + ∇∫ ∫                      (9) 

( ){ }1| 0 , ,
aHg x g gα β= < ≤ ≤ < ∞                          (10) 

( ), ;u x t g 是方程(1)对应于给定系数 ( )g x ∈的解，N 是正则化参数， ,α β 是两个给定的正常数。 
对于附加条件(2)，假设 

( ) ( )0,1 .x Lκ ∞∈                                   (11) 

根据(11)和定理 1，易知对任意 g ∈控制泛函(9)是严格定义的。 
现在要证明问题(8)的极小元是存在的。首先，我们声明在以下意义上泛函 ( )J g 在中具有某种连
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续性质。 
引理 1. 对于任意序列{ }ng ∈。当 n →∞， ( )0,1n Lg g ∞− ，有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

0

2 2

0
lim , d , d .nn

u g x T x x u g x T x xκ κ
→∞

− = −∫ ∫                (12) 

由于引理 1 的证明类似于文献[11]，所以在这就不再详细证明。 
定理 2. 存在 ( )J g 的极小元 g ∈，即 

( ) ( )min .
g

J g J g
∈

=


 

证明  容易看出 ( )J g 是非负的并且有下确界 ( )infg J g∈ 。设{ }ng 是一个极小化序列，即 

( ) ( ) ( ) 1inf inf , 1, 2,ng g
J g J g J g n

n∈ ∈
≤ ≤ + = 

 
 

注意到 ( )nJ g C≤ ，可以推断 

( )2 0,1
,n Lg C∇ ≤                                    (13) 

其中 C 与 n 无关。 
根据{ }ng 的有界性，同样可得 

( )1 0,1
.n Hg C≤                                     (14) 

因此，选取一个子序列，同样表示为{ }ng ，则 

( ) ( ) ( )1 0,1 as .ng x g x H n∈ →∞
                         (15) 

利用 Sobolev 嵌入定理，得 

( ) ( ) ( )1 0,1
0 as .n L

g x g x n− → →∞                          (16) 

容易看出 ( ){ }ng x ∈。因此当 n →∞时，在 ( )1 0,1L  

( ) ( )ng x g x→ ∈                                  (17) 

此外，根据式(15)，有 

1 1 1 1

0 0 0

2 2

0

2 d lim d lim d d .n nn n
g x g g x g x g x

→∞ →∞
∇ = ∇ ∇ ≤ ⋅ ∇⋅ ∇∫ ∫ ∫ ∫                (18) 

根据引理 1 和{ }ng 的收敛性，存在一个{ }ng 的子序列，仍记为{ }ng ，使得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

0

2 2

0
lim , d , d .nn

u g x T x x u g x T x xκ κ
→∞

− = −∫ ∫                (19) 

由式(17)~(19)，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )21

0

21

0
lim , d d lim inf .n nn n g

J g u g x T x x g x J g J gκ
→∞ →∞ ∈

= − + ∇ ≤ =∫ ∫ 
          (20) 

因此， ( ) ( )min gJ g J g∈=  。 
定理得证。 

3. 必要条件 

定理 3. 设 g 为最优控制问题(8)的解，对于任意 h∈，存在一个三元函数 ( ), ;u gξ 满足以下系统： 
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( ) ( ) ( ) ( ]
( ) ( )0

, , , 0,1 0, ,
, 0,1 ,

t xx x

t

u au bu cu x t g x t Q T
u x x

λ
ϕ

=

 − + + = ∈ = ×
 = ∈

              (21) 

( )( ) ( ) ( ) ( ]
( )0

, , , 0,1 0, ,
0, 0,1 ,

t xx x

t

a b c x t h g x t Q T
x

ξ ξ ξ ξ λ
ξ

=

 − + + = − ∈ = ×
 = ∈

            (22) 

以及 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0
, ; , d d 0u x T g x x T x N g h g xκ ξ− + ∇ ⋅∇ − ≥  ∫ ∫                 (23) 

证明：对任意的 h∈， 0 1δ≤ ≤ ，有 

( )1 .g g hδ δ δ≡ − + ∈  

并且 

( ) ( ) ( ) 2 21 1

0 0

1 , ; d d .
2 2

NJ J g u x T g x x g xδ δ δ δκ≡ = − + ∇∫ ∫                  (24) 

令 uδ 为方程(1)中 g gδ= 时的解，因为 g 是一个最优解，则 

( ) ( ) ( )1 1

0
0 0

0

d
, ; d d 0.

d
J u

u x T g x x N g h g xδ δ

δ δ

κ
δ δ= =

∂
= − + ∇ ⋅∇ − ≥   ∂∫ ∫              (25) 

设 

u
u δ
δ δ

∂
≡
∂

，直接计算可得到方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

0

, ,

0.
t xx x

t

u a u b u c u x t h g

u

δ δ δ δ

δ

λ

=

 − + + = −


=


                     (26) 

令 

0
uδ δ

ξ
=

= ，则ξ 满足 

( )( )
0

, ,

0.
t xx x

t

a b c x t h gξ ξ ξ ξ λ

ξ
=

− + + = −


=
 

根据式(25)，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0
, ; , d d 0.u x T g x x T x N g h g xκ ξ− + ∇ ⋅∇ − ≥  ∫ ∫  

定理得证。 

4. 唯一性和稳定性 

由于最优控制问题 P1 是非凸的。所以，一般来说，人们可能不会期望一个独特的解决方案。事实上，

优化技术作为众所周知的一种经典工具，可以为没有唯一解的反问题得到“通用解”。然而，如果终端

时间 T 相对较小，则可以证明代价泛函的最小值是局部唯一且稳定的。 
定理 4. 设 ( ) ( )21 ,g x g x 分别为对应于 ( ) ( )21 ,x xκ κ 的最优控制问题 P1 的极小元。如果存在一点

( )0 0,1x ∈ ，使得 

( ) ( )1 0 2 0 ,g x g x=  

则对于相对较小的 T，有以下估计 
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( ) ( )21 2 1 2 0,10,1
max ,Lx

g g C κ κ
∈

− ≤ −  

其中常数 C 仅和 N 有关。 
证明：在式(23)中，当 1g g= 时，取 2h g= ；当 2g g= 时，取 1h g= ，有 

( ) ( ) ( )1
1 1 1 1 2 1

1

0 0
, , d d 0,u T T x N g g g xκ ξ ⋅⋅ − ⋅ + ∇ ∇ − ≥  ∫ ∫                   (27) 

( ) ( ) ( )1
2 2 2 2 1 2

1

0 0
, , d d 0,u T T x N g g g xκ ξ⋅ ⋅ ⋅− + ∇ ∇ − ≥  ∫ ∫                  (28) 

其中{ }( ), 1, 2i iu iξ = 分别是当 ( )1,2ig g i= = 时系统(27)/(28)的解。 
设 

1 2 1 2, ,u u ξ ξΞ = − ϒ = +  

则Ξ和 ϒ满足以下方程 

( ) ( )1 2

0

, , ,

0.
t xx x

t

a b c x t g x t gλ λ

=

Ξ − Ξ + Ξ + Ξ = −

Ξ =

                     (29) 

0

0,
0.

t xx x

t

a b c

=

ϒ − ϒ + ϒ + ϒ =
ϒ =

                             (30) 

根据弱极值原理，我们知道式(30)只有零解，因此 

( ) ( )1 2, , ,x t x tξ ξ= −                                 (31) 

并且 1ξ 满足以下式子 

( ) ( )1 1 1 1 2 1

1 0

, , ,

0.
t xx x

t

a b c x t g x t gξ ξ ξ ξ λ λ

ξ
=

− + + = −


=
                     (32) 

注意到式(29)和(32)，有 

( ) ( )1, , .x t x tξΞ = −                                 (33) 

根据式(27)，(28)，(31)和(33)，我们得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) [ ] ( )

( )

1 1 1

0 0 0
1 1

0 0
1 1

0 0

1 1

0

2
1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 1

1 2 1 1

2 2
1 20 1

d , , d , , d

, , d , , d

, , d , d

1 1, d d .
2 2

N g g x u T T x u T T x

u T T x u T T x

T T x T x

T x x

κ ξ κ ξ

κ ξ κ ξ

ξ κ κ ξ

ξ κ κ

∇ − ≤ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅      

= ⋅ − ⋅ + − ⋅ ⋅      

= Ξ ⋅ ⋅ + − ⋅

≤ − ⋅ + −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

       (34) 

对 0 1x< < ，根据定理 4 的假设，以及 Hölder 不等式，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )

0

0

1 2 1 2 1 0 2 0

1 0 2

1 1

0 1 2

1 1
22 22

1 2

1
2 2

1 2

0 0

1

0

d

d

1 d d

d .

x

x

x

x

g g x g g x g x g x

g x g x g g x

x g g x

g g x

′  − = − + − 

′ ≤ − + − 

≤ ∇ −

≤

⋅

∇ −

∫

∫

∫ ∫

∫

                 (35) 
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从而得出 

( )
( ) ( )21 2 1 2 0,10,1

max ,
Lx

g g g g
∈

− ≤ ∇ −                              (36) 

联立式(34)和(36)，得到 

( ) ( ) ( )2 21 2 1 2 1 20,1 0,10,1

1max .
2 L Lx

g g C
N

κ κ κ κ
∈

− ≤ − ≤ −  

定理得证。 
注 2 值得一提的是，正则化参数在不适定问题的数值模拟中起着重要作用。从定理 4 可以得到，如

果存在一个常数δ ，使得 

( )2

2

1 2 0,1 , 0,L N
δκ κ δ− < →  

那么 

( )11 2 0,1 0,Cg g− →  

则重构的最优解是唯一且稳定的，这与已有结果一致。由于参数 N 通常被认为非常小，特别是在数

值计算中，定理 4 确实满足最优解的局部适定性。一般来说，对于不适定问题，正则化参数适当依赖于

数据误差趋近零时，可以得到收敛结果。此外，在一些额外的源条件下，也可以推导出收敛速度。 

5. 总结 

近年来，经典抛物方程参数反演问题已经被许多学者所研究，然而研究非散度型退化抛物方程参数

反演的文献则相对较少。在这篇文章中，我们研究了如下非散度型退化抛物方程源项反演问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ], , , Ω 0, .t xx xu a x u b x u c x u x t g x x t Q Tλ− + + = ∈ = ×  

与其他经典抛物方程参数识别的反问题不同的是，我们所研究的数学模型在边界存在退化，这也导

致边界条件可能会缺失。通过最优控制框架，我们将原问题转换成了最优控制问题，证明了最优控制问

题极小元的存在性，并且建立了极小元存在的必要条件。通过得到的必要条件证明了控制泛函极小元的

局部唯一性和稳定性。由于本文研究的是在一维空间下的反问题，在未来的工作中，我们将会研究在多

维空间内非散度型退化抛物方程的参数反演问题。 
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