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摘  要 

种群资源的开发利用是学术界的一个经典问题，对于此问题的研究，人类不光要考虑短期的经济效益，

更应该注重生物资源的开发与可持续利用。而对于生物进化来说，种群为基本单位，是生态系统中不可

分割的重要一部分，种群的生长情况是一项反应种群生态平衡的重要指标。通过引入经典的种群模型，

研究在色噪声诱导下种群的动力学行为，对充分开发利用和保护种群资源有着举足轻重的意义。本文研

究了在高斯色噪声作用下一种单种群系统的随机动力学行为。首先，通过统一有色噪声近似(UCNA)得到

了Fokker-Planck方程，并进一步得到了种群的稳态密度函数以及平均首次穿越时间。然后，我们模拟

和讨论了不同变量对平稳概率分布(SPD)和首次穿越时间的影响。并得到了乘性噪声强度和种群增长率

的共振激活现象。 
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Abstract 
The exploitation and utilization of population resources is a classic problem in academic circles. 
For the study of this problem, human beings should not only consider the short-term economic 
benefits, but also pay attention to the exploitation and sustainable utilization of biological re-
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sources. As for biological evolution, population is the basic unit and an important part of the eco-
system. The growth of population is an important index reflecting the ecological balance of popu-
lation. By introducing the classical population model, the dynamic behavior of population induced 
by color noise is studied, which is of great significance to fully exploit and protect population re-
sources. In this paper, the stochastic dynamic behavior of a single population system subjected to 
Gaussian color noise is studied. Firstly, the Fokker-Planck equation is obtained through the uni-
fied colored noise approximation (UCNA), and the steady-state density function and the mean first 
crossing time of the population are further obtained. Then, we simulate and discuss the effects of 
different variables on stationary probability distribution (SPD) and first crossing time. The re-
sonance activation phenomena of multiplicative noise intensity and population growth rate are 
obtained. 
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Time 

 
 

Copyright © 2022 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

生物资源的开发利用是学术界的一个经典问题。在这个经典问题上，人类不仅考虑短期的经济利益，

更注重生物资源的可持续利用。毫无疑问，最大的问题之一是如何设计一个可接受的开发解决方案。从

大型生物种群到特殊生物种群，许多学者对其进行了研究。例如，在[1]中，Li 和 Wang 研究了一般随机

Logistic 人口模型中基于最大可持续产量和最大留存利润两个管理目标的最优控制策略。Messaoud 和

Lotfi [2]研究了各种渔业种群的确定性模型，有一般的 Logistic 模型和显示 Allee 效应的模型。通过优化

和数值计算，确定了不同种群密度下的最大产量。在[3]中，Ding 和 Suzanne 利用包含半线性椭圆偏微分

方程、Dirichlet 边界条件和 Logistic 种群增长的显式空间模型研究了一个最优渔业捕获问题。考虑两个目

标函数：最大产量和最小成本或捕捞努力量的变化(控制)。建立了两种条件下最优收获控制的存在性、必

要条件和唯一性。给出了诺伊曼(无通量)边界条件下产量最大化的结果。最优控制用变分不等式表示。 
然而，自然界的各种噪音成为研究这些问题的不确定因素，如自然灾害，全球变暖，金融危机的影

响，如股票和债券。因此，随机控制策略的研究受到了更多学者的青睐。J.R.和 R.M.在 Science [4]上首次

研究了随机波动环境下的收获种群。Li 等人[5]研究了一种单种群模型的最优控制策略，该模型的收获努

力和固有增长率受高斯白噪声影响。Liang 等人[6]利用导出的近似 Fokker-Planck 方程研究了噪声和相关

加性色噪声的稳定强度分布，以及包含相关泵浦噪声和颜色量子噪声的单模激光立方体模型。Jin 等[7]
研究了由颜色相关的颜色噪声驱动的标准双稳态 Duffing 模型的稳态概率密度函数、状态变量的均值和方

差。噪声的参与使得最优控制问题更加复杂，并且使种群研究的不确定性增大，更有可能产生许多无法

预料到的结果，这导致人们在实际生活中总是想办法避免噪声的干扰，但随着现代技术的发展，对随机

噪声进行适当的干预和引导反而会在种群系统的研究中产生更加积极的作用，比如在这一章中，共振激

活现象的发生，随机共振，噪声诱导下的相变情况，所以噪声在种群随机动力学的研究中扮演者一个非

常重要的角色。 
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2. 模型分析 

种群竞争模型可以用来描述两个种群之间的竞争过程，并分析产生不同结果的条件。例如，对于一

个群体，当它独自生活时，其量的变化服从逻辑规律。本文采用经典的 logistic 种群模型作为研究对象： 

( ) ( ) ( )1
x t

x t r x t
K

 
= − 

 
                                 (2-1) 

式中， ( )x t 为 t 时刻的种群密度，K 为环境承载力，r 为种群增长率。Logistic 生长模型又称迟滞生长模

型，是一种常见的生物种群生长模型，包括从单细胞生物到高等生物的许多生物种群。该模型表明，种

群增长率应该与种群数量有关。这种类型的种群模型已经被研究过[8] [9]。 
在控制模型的这一部分研究中，我们遵循以下假设： 
1) 自然和人类社会中的噪声都是乘性和加性的，分别由白噪声和色噪声产生。 
2) 在以下假设下，种群资源受到开发。 

( ) ( )h h E x t=  

其中 h 是一个严格递增的函数， ( )0 0h = ，E 表示捕获努力量。E 指捕鱼规模或数量，人们投资，资源组

在一定海域或水域内一段时间(年，月或鱼洪水，等等)，它反映了捕获的资源组的死亡水平，生物学意义

的 E 也适用于其他种群。这样，捕获种群的方程式就可以写作： 

( ) ( ) ( ) ( )2d
d
x rrx t x t h E x t
t K
= − −                             (2-2) 

3) 时间范围是无限的，没有任何折现因素。 
设(2-2)中 ( ) 0x t = ，得到一个非零平衡解 

( ) ( ) ( )
*

K r h Er h E
x t

r r
K

− −  = =  

可持续的收益是 

( ) ( ) ( )
( )

*

K r h E
Y h E x t h E

r
−  = =  

令 ( )( ) ( ) ( )2rF x t rx t x t
K

= − ， ( )( ) ( )G x t x t= ，那么 ( )( )F x t 有一个最大点 

( )max 22

r Kx t
r
K

= = ，最优捕获努力量 *E 为 

( )( )
( )( )

max* 1 1

max 2
F x t rE h h
G x t

− −
 

= =  
 

 

当 *E E= 时，最大可持续产量为 

max 4
rKY =  

此外，我们可以证明最大可持续产量 maxY 是渐近稳定的，无论何时有小扰动，然后随着时间的推移

maxY 被恢复。事实上，我们有 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

, ,

d d d 0
d d d 2x t x t h E E x t x t h E E

x r rrx t x t h E x t
x t x K∗ ∗

∗ ∗= = = =

   = − − = − <   
   

         (2-3) 

则由式(2-3)得到 maxY 的渐近稳定性。 
接下来，我们为模型引入随机噪声。在该系统中，引入的噪声分别为加性噪声和乘性噪声。加性噪

声通常来源于内部噪声，而乘性噪声通常来源于外部噪声。现在考虑一个由加性噪声和乘性噪声驱动的

种群模型，这个模型可以表示为如下的方程： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2d
d
x rrx t x t h E Q t x t t
t K
= − − + + Γ                      (2-4) 

( ) ( ) ( )1
1 1Q t Q t t
τ τ

= − + Γ                                (2-5) 

其中， ( )tΓ 和 ( )1 tΓ 为高斯白噪声 

( ) ( )1 0t t′Γ = Γ =  

( ) ( ) ( )1 1 2t t D t tδ′ ′Γ Γ = −  

( ) ( ) ( )2t t t tαδ′ ′Γ Γ = −                                (2-6) 

( ) ( )1 0t t′Γ Γ =  

这里， ( )Q t 为指数型高斯色噪声 

( ) ( ) ( ) 10, expDQ t Q t Q t t t
τ τ

 ′ ′= = − − 
 

                       (2-7) 

其中，D 和α 分别为乘性高斯色噪声强度和加性高斯白噪声强度，τ 为乘性色噪声的噪声强度。 

3. 稳态概率密度函数 

3.1. 稳态概率密度函数的推导 

我们可以将模型(2-4)写作如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2x f x g x Q t g x t= + + Γ                            (3-1) 

对应式(3-1)，这里 

( ) ( ) ( ) ( )2rf x rx t x t h E x
K

= − −  

( )1g x x= −                                      (3-2) 

( )2 1g x =  

将扩展的 UCNA 应用到相关噪声的情况下，由(2-4)-(2-7)得到下列一维马尔科夫过程： 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2

1
, ,

f x
x g x t g x t

C x C xτ τ
= + Γ + Γ                        (3-3) 

将(3-2)带入得： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

1
1

, ,

rrx x h E x
Kx x t t
C x C xτ τ

− −
= + − Γ + Γ                        (3-4) 
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在这里 

( ) ( ) ( )
( ) ( )12 2

1

, 1
g xr rC x rx x h E x rx x h E x

K g x K
τ τ

 ′ ′    = − − − − − −        
 

化简得 

( ), 1 rC x x
K
ττ = +                                   (3-5) 

为了从(3-4)和(3-5)中得到 FPK，我们从随机等价的 Stratonovich 随机微分方程出发 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
d 1
d , ,

rrx x h E xx K m x t
t C x C xτ τ

− −
= + Γ                        (3-6) 

其中 

( ) 2m x Dx α= +                                   (3-7) 

这里 ( )tΓ 是高斯白噪声 

( ) ( ) ( ) ( )0 , 2t t t t tδ′ ′Γ = Γ Γ = −                             (3-8) 

(3-3)和(3-6)的随机等价性证明类似于[4]。 
为了便于后续研究，我们将(3-6)写成如下形式 

( ) ( ) ( )d
d
x g x m x t
t
= + Γ                                  (3-9) 

其中 

( ) ( )
( ),
f x

g x
C xτ

=                                   (3-10) 

( ) ( )
( ),

m x
m x

C xτ
=  

根据文献[10]，(2-1)的势函数为 

( ) 2 3

2 3
r rV x x x

K
= −  

存在两个稳定性点： 1 0sx = ， 2sx K= ，通过诺维科夫定理和均匀有色噪声近似(UCNA)，对应的 FPK
方程为 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2

,
, ,

p x t
A x p x t B x p x t

t x t x t
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

                   (3-11) 

其中，漂移函数和扩散函数的表达式分别为： 

( ) ( ) ( ) ( )A x g x m x m x′= +    

( ) ( )2B x m x=   

式(3-11)中，漂移系数和扩散系数都与 t 无关，因此 FPK 方程必须有稳态解。在 FPK 的研究中，稳态解

的研究更为重要，原因是稳态解反映出了系统的持续性行为。在经过各种不同长度的瞬态过程后，系统
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将受到这种长时间行为的支配。因此，人们在大多数时候测量的正是这种稳态解的性质。同时，我们将

看到 FPK 的稳态解也与确定性方程的某个势函数有关。该势函数作为平衡系统的拓展，将其称之为广义

势函数。广义势函数既决定了系统的静态特性，又决定了 FPK 的确定性方程和一些重要的动态特性。 
模型(2-4)的稳态密度函数 ( ),P x t 可由[4]给出： 

( ) ( ) ( )
( )
( )

1, exp d
x A x

P x t N E x
B x B x∞−

′ 
′=  ′  

∫                         (3-12) 

这里， ( )N E 为归一化常数。 
根据密度函数归一性的性质，可得： 

( ), d 1P x t x
−

+∞

∞
=∫  

那么 

( ) ( )
( )
( )

1
1 exp d

x A x
N E x

B x B x

−
∞

−∞−

+

∞

 ′ 
′=    ′   

∫ ∫  

稳态概率密度函数也可以用如下形式来表示： 

( ) ( )
( )

( )1, exp
U x

P x t N E
DB x

 
= − 

  



                         (3-13) 

( )U x 是有效势函数。 

( )
( )2

20

2

d

1

x

rD rx x h E x
KU x x
Dx

r x
K

α
τ

 ′ ′ ′− − 
  ′= −

′ +

 + 
 

∫  

通过计算可得： 

( )
( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2

2

ln ln 1 2 2arctan

2

DDx r DK r Dh E K h E r DrKx x D Kr Dr x

U x
DK

αα α ατ τ τ α τ
α

   − + + − + + − − +        =

(3-14) 

3.2. 讨论与生物解释 

接下来，我们讨论稳态概率密度函数分别受乘性色噪声强度 D、加性白噪声强度α 和相关时间τ 影

响的变化曲线图，并结合生物学意义对呈现的图象进行解释说明，进一步归纳出重要的结论。 
图 1 描述了当乘性高斯色噪声强度 D 取不同值时，种群稳态概率密度函数的变化曲线图。图象呈单

峰结构，峰值在 x K= 附近取到，并且随着乘性色噪声强度的增加，峰值高度在降低；在 0x = 处，曲线

所占比例随乘性噪声强度的增强而增大，当 D 取最小值时，曲线在 0x = 处的取值几乎为零；当 x 增大到

一定程度时，D 取不同值的曲线变化趋于一致，表明此时稳态密度函数受乘性噪声强度 D 的影响变小，

无论乘性噪声强度如何变化时，稳态概率密度函数的变化都是一致的。结合种群的生物学意义可知，乘

性噪声强度 D 的增加不利于种群生存，会增大种群灭绝的可能性。 
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Figure 1. The relation between ( ),P x t  and x under Gaussian color noise 
intensity 
图 1. 高斯色噪声强度下 ( ),P x t 和 x 的关系 

 
图 2 描述了当加性高斯白噪声强度α 取不同值时，种群稳态概率密度函数的变化曲线图。曲线呈单

峰结构，峰值在 x K= 处取到，并且随着加性白噪声强度的增加，峰值高度在降低；在 x K= 两侧并且

远离 K 值时种群的密度函数趋向于零，说明此时种群处于完全灭绝状态。由此可以得出结论，种群内部

加性噪声强度的增加不利于种群生长，这与种群密度函数受乘性噪声强度影响的变化规律是一致的。 
 

 
Figure 2. The relation between ( ),P x t  and x under Gaussian white noise 
intensity 
图 2. 高斯白噪声强度下 ( ),P x t 和 x 的关系 
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图 3 描述了相关时间τ 取不同值时，种群稳态概率密度函数的变化曲线图。曲线呈双峰结构，峰值

分别在 0x = ， x K= 处取得。当τ 增加时，曲线的左峰降低，右峰升高；当τ 减小时，密度函数的左峰

升高，右峰降低。由图可以得出，乘性噪声强度相关时间的增加有利于种群的生存，而且可以推测出相

关时间越大，种群的生长趋势越好。 
 

 
Figure 3. The relation between ( ),P x t  and x at relevant time 

图 3. 相关时间下 ( ),P x t 和 x 的关系 

4. 平均首次穿越时间 

4.1. 平均首次穿越时间的推导 

为了进一步研究这个模型，这里我们估计了一个种群从一个稳定状态移动到另一个稳定状态所需的

时间。这量化了噪声对稳态之间过渡的影响。这个时间叫做初渡时间。经过多次试验，我们可以得到平

均首次穿越时间。如果从一个初始稳定态到另一个初始稳定态的平均首次穿越时间较长，说明初始稳定

态[11]相对稳定。在这里，我们应该关注种群从稳定状态
2sx K= 到稳定状态

1
0sx = 的平均首次穿越时间

的表达式[12] [13] [14] [15]。 

( ) ( ) ( )
0

1 d d
K

x
T x P y y

B x P x
−∞

= ∫ ∫                             (4-1) 

这里，T 可以通过最陡下降近似[16]得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

2 1 1 2

1
22 exp s s

s s s s

U x x
T x x U x U x

D

U−  −
 ′′ ′′→ ≈ π
  

 

                 (4-2) 

在这种情况下， ( )U x′′ 是有效势对 x 的二阶导数。 
通过计算得： 
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( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2ln ln 1 2arctan 2
2 exp

DDK r DrK Dh E K D r K h E r K D Kr DrK

T
r D

αα α ατ τ τ τ α
α

    − + + + − − + − + −        π   = −  
 
 
 

(4-3) 

4.2. 讨论与生物解释 

根据公式(4-3)，接下来研究了平均首次穿越时间分别受乘性色噪声强度 D、加性白噪声强度α 和相

关时间τ 影响的变化曲线图，并结合种群的生物学意义对图像进行解释说明，归纳出较为一般的结论。 
图 4 描绘了乘性噪声强度 D 对平均首次穿越时间的影响。我们在这个图象中可以观察到，随着加性

噪声强度α 的增加，曲线先减小后增大。当乘性噪声强度 D 很小时，平均首次穿越时间受α 的影响较大，

而当乘性噪声强度 D 增大时，平均首次穿越时间受α 的影响较小。我们还发现当α 增强到一定程度时，

会发生共振激活现象。共振激活现象是生物学中一个很关键且重要的结论，对于研究随机噪声干扰对种

群系统的影响作用有很大意义。通过这幅图像再结合种群的生物学意义可以得出：平均首次穿越时间的

行为对较小的乘性色噪声强度比较敏感，而受较大的乘性色噪声强度的影响较小[17]。 
 

 
Figure 4. The relationship between MFPT and multiplicative color noise inten-
sity 
图 4. MFPT 和乘性色噪声强度的关系 

 
图 5 描绘了加性噪声强度α 对平均首次穿越时间的影响。当 0.01α = 和 0.1α = 时，随着乘性噪声强

度 D 的增加，平均次穿越时间的曲线先降低后逐渐变平缓。当 0.5α = 和 1α = 时，曲线先上升后变平缓。

但曲线最终都会以稳定状态结束。这表明，平均首次穿越时间对较小的乘性色噪声强度更敏感，此时平

均首次穿越时间受乘性噪声强度的影响较大。而当乘性噪声强度增大到一定值时，乘性噪声强度的变化

对种群平均首次穿越时间的影响很小，平均首次穿越时间值几乎没有什么变化。 
结合图 4 和图 5，可以得出，平均首次穿越时间的行为对较小的乘性噪声强度更敏感。当乘性噪声

强度较大时，加性噪声强度的变化对稳态穿越时间的影响较小。还有一个很重要且很关键的结论是，当
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加性噪声强度α 达到一定水平时，共振激活现象[18]发生。生物系统极其复杂，噪声强度对种群的影响

也受到其他参数的限制。当加性噪声强度较小时，乘性噪声强度的增加会对种群的生存和稳定产生不利

影响。然而，当加性噪声强度相对较大时，乘性噪声强度的增加将对种群的稳定和发展起到积极作用。

这一结论为我们在实际生活中探究种群噪声强度对平均首次穿越时间的影响提供了重要的理论支撑。 
 

 
Figure 5. The relationship between MFPT and additive white noise intensity 
图 5. MFPT 和加性白噪声强度的关系 

 
图 6 描述了不同增长率 r 对平均首次穿越时间的影响。两幅图的曲线都呈先下降后上升的状态，当 r

增大时，共振激活现象再次发生。图 6(a)中，在共振激活现象发生之前，固定τ 值，增长率 r 的增加有

助于平均首次穿越时间的加速。在这里，时间的加速意味着种群灭绝的可能性增加。与图 6(a)不同的是，

图 6(b)的曲线先相交后出现共振激活。因此，在图 6(b)中，将τ 值固定，增长率 r 的增加使得平均首次

穿越时间变得缓慢，时间的缓慢意味着种群灭绝的可能性降低。曲线相交后，增大 r 对平均首次穿越时

间的影响与图 6(a)相同。 
由图 6 可以得出，增长率对种群的影响不是恒定的[19]，它受到各种影响因素的制约。当增长率较低

时，它的增长不利于种群内的繁殖。但当增长率上升到一定水平时，它的持续增长将有利于种群的生存。

所以，在对平均首次穿越时间受种群增长率的影响进行研究时，要考虑全面，充分认识到增长率对种群

生存影响的不稳定性，而不可片面的下结论。 

5. 结论 

本文的创新点在于模型中的参数受到的外部环境随机干扰不同，即建立的模型中的参数有别于前人

所研究的。首先，我们引入了一个带有高斯色噪声和高斯白噪声的种群模型。然后，利用统一色噪声近

似(UCNA)法推导了种群的稳态概率密度函数和平均首次穿越时间的表达式。紧接着还讨论了不同变量对

密度函数的影响以及对种群从一个稳态到另一个稳态所需的时间的影响，再结合种群的生物学意义进行

绘图并解释。 
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(a) 

 
(b) 

Figure 6. The relationship between MFPT and relevant time 
图 6. MFPT 和相关时间的关系 

 
研究表明，不同的噪声强度对密度函数有不同的影响。通过比较不同噪声强度对稳态概率密度函数

的影响，发现概率密度函数受加性噪声强度的影响较小，而受乘性噪声强度的影响较大。在相关时间对

密度函数的影响中，出现了双峰结构。更重要的是，当研究乘性噪声强度对平均首次穿越时间的影响时，

当加性噪声强度不断增加，并且达到一定程度时，就会发生共振激活，在发生共振激活时，当乘性色噪

声的强度增加到一定大小时，跃迁会被抑制。在种群增长率对相关时间的影响中，得出低增长率对种群

存活有不利影响，而高增长率促进种群生存。 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.116360


冯雨顺，李东喜 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.116360 3383 应用数学进展 
 

有待进一步研究的问题：文中我们假设噪声影响 ( )h E ，除此之外，噪声还可能影响模型中的其他参

数。即噪声影响其它某个参数也能够精确地模拟种群受到的随机干扰，并且由此得出的种群模型不同，

对于后续的研究结果也会出现很大的变化。 
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