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摘  要 

针对交通流LWR模型，构造了求解交通流LWR模型的熵相容格式，并将一种基于MUSCL型重构方法的新

型斜率限制器应用于该格式中，得到了求解交通流LWR模型的高分辨率熵相容格式。将新构造的格式应
用于多个实际交通流问题的求解中，数值结果表明，该格式对激波有良好的捕捉效果，没有非物理振荡，

且在稀疏波区域能够平滑地过渡。 
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Abstract 
In this paper, a high-resolution entropy consistent scheme of the LWR model in traffic flow is pro-
posed. Based on MUSCL-type reconstruction method, a new kind of slope limiter is constructed. 
The high-resolution entropy consistent scheme for solving LWR model can be obtained by adding 
a slope limiter to the entropy consistent scheme. Applying the newly constructed scheme to the 
solution of multiple practical traffic flow problems, the numerical results show that the scheme 
can capture shock waves well, and there are no non-physical oscillations in the discontinuous re-
gion and smooth transition in the rarefaction region. 
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1. 引言 

连续交通流模型在交通模拟、交通控制等许多应用中具有重要的现实意义。由 Lighthill和Whitham [1]
和 Richards [2]分别独立提出的 LWR 模型是所有其他交通流模型的先驱。该模型是一个宏观模型，描述

了均匀单向公路交通流量的总体特征。虽然 LWR 模型只是提供了交通流的粗略表示，但它能够定性地

再现大量的真实交通现象，例如交通堵塞、车流疏散、信号灯放行等。 
LWR 模型背后有两个主要关系，一个是连续性方程，表明道路上的车辆数量是守恒的，另一个是流

量和流量密度之间的基本关系，LWR 模型将这两种关系相结合，得到了一个反映车流密度的时间变化和

流量的空间变化的偏微分方程。该方程在数学上属于非线性的双曲守恒律方程，因此，在模拟 LWR 模

型方程时，可以采用非线性双曲守恒律方程的数值计算方法，如有限差分法、有限体积法和有限元法等。

非线性双曲守恒律方程的一个重要的特征是：即使初始条件连续，其解也可能会出现间断的情况。为了

解决间断问题，1954 年，Lax 提出了弱解[3]的概念，这一概念允许间断解的存在，但弱解并不唯一，必

须增加限制条件，才能够求出与物理相关的唯一弱解。在数学上，满足“粘性消失”的 Cauchy 问题具有

唯一、有物理意义的解，这个解叫做熵解。“熵”是求解双曲守恒律方程的关键，只要所选择的数值格

式能够保持总熵不变，该格式被称为熵守恒格式。然而，在存在间断解的情况下，熵守恒格式缺少熵的

耗散机制，使得它的数值解具有较大不稳定性。所以 Tadmor 研究指出[4]：一个三点格式只需含有比熵

守恒格式更多的粘性则是熵稳定的。2006 年，Roe 在熵守恒格式的基础上加入 Roe 格式的数值粘性项，

得到了熵稳定的 ERoe 格式[5]。随后在 2009 年，Roe 和 Ismail 提出了熵相容格式[6]，该格式对数值粘性

项的量化更精确。2015 年，刘友琼、封建湖、任炯[7]提出了一种复合型通量限制器，并在此基础上给出

了一种高分辨率熵相容格式。2021 年，任璇、封建湖基于 MUSCL 型重构方法，提出了一种新的斜率限

制器[8]，有效地提高了熵相容格式的精度和分辨率。随后沈亚玲等[9]将该斜率限制器应用到理想磁流体

动力学(MHD)方程的数值求解中，并通过数值算例验证了该格式是一种较为理想的数值方法。 
关于 LWR 模型的求解，郑素佩等[10]提出了求解 LWR 模型的高分辨率熵相容格式，并在空间方向

采用三阶 CWENO 重构，避免了膨胀激波现象的产生。冯娟娟等[11]采用 WENO-Z+重构的熵稳定格式对

LWR 模型进行了数值模拟，结果表明该算法对激波有良好的捕捉效果。本文为了给出一种求解交通流

LWR 模型的更好的数值格式，在熵相容格式的基础上，加入了 MUSCL 型重构方法的新型斜率限制器，

进一步提高了格式的计算精度。本文数值算例由熵相容格式、四阶 CWENO 熵相容格式以及加入新型斜

率限制器的熵相容格式计算得到，模拟了 LWR 交通流模型随着时间的推移距离和密度之间的变化关系，

证明了新算法的有效性。 

2. 交通流 LWR 模型 

LWR 模型的质量守恒方程及速度表达式如下[12] 
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k 为密度；t 为时间；x 为距离； fu 为最大速度； mk 为阻塞密度。显然，该模型方程属于非线性双曲守恒

律方程。 

2.1. 方程离散 

空间上采用均匀网格上的半离散格式 

( ) ( )1 2 1 2

d 1 ,
d
j

j j

k t
f f

t x + −= − −
∆

                             (1) 

其中 ( ) ( )1 2

1 2

1 , dj

j

x
j x

k t k x t x
x

+

−
=

∆ ∫ 。 

时间方向上采用三阶 Runge-Kutta 方法[13]： 
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其中 ( ) ( )1 2 1 2
1

j jL k f f
x + −= − −

∆
。 

2.2. 熵相容格式 

对于交通流 LWR 方程的熵守恒格式，要求满足离散熵等式同时保持总熵不变： 
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d 1 0,
d j j jE k t F F
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其中，取熵函数 ( ) 2E k k= ，计算出熵通量函数
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，熵变量 ( ) 2v E k k= ′ = 和熵势 
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则熵守恒格式的数值通量为[4] 
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然而，熵守恒格式在解的间断处会表现出严重的不稳定性，而要使格式达到熵稳定，总熵必须有所

耗散，Ismail [6]提出在熵守恒格式的数值通量中加入一个二阶的迎风项，得到了如下熵稳定格式的数值

通量 

[ ] ( )1 2 11 2 1 2
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其中 1

2
j ja a

a + +
= ， ( )j ja f k= ′ ， [ ] 1j jk k k+= − 。 
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熵稳定格式包含的数值粘性大于熵守恒格式，但在实际的数值实验中，仍不能避免伪振荡的产生。

Ismail 等在文献[6]中给出了一维双曲守恒律方程的熵相容通量的通用表达式，并将其推广到一维 Euler
方程组。本文将 Ismail 等人的熵相容通量的通用表达式推广到交通流 LWR 模型，并给出了求解交通流

LWR 模型的熵相容格式的数值通量 
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取
1
6

α = ， [ ] 1j jk k k+= − 。 

2.3. 高分辨率熵相容格式 

2.3.1. 斜率限制器 
在对 LWR 模型方程进行数值模拟时，为了使熵相容格式的精度和分辨率得到进一步的提高，重构

各控制单元 1 2 1 2,j j jI x x− + =   上的参考解 ( )jk x ，并将重构后的函数表示为 ( )jR x ，若满足以下条件 

( ) ( ) ( )( )1 ,k
j jk x R x O x +− ≤ ∆

 

则称该重构函数 ( )jR x 具有 k 阶精度。假设 n
jk 表示单元 jI 在时间层 nt 上的平均值，即 
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在构造中，首先将 ( )jR x 在 jx 处泰勒展开 
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之后将 ( )jk x 在点 jx 处泰勒展开，可以得到 
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合并(6)和(7)，得到 
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上式满足 ( ) ( ) ( )( )3
j jk x R x O x− ≤ ∆ ，也就是在重构之后，得到了二阶精度，为了方便，将 ( )jR x 写成 
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其中 
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对上式中的一阶和二阶偏导数，用中心差商来近似，即 
2
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进一步，将重构(8)改进为 

( ) ( ) ,n
j j j jR x k H x xϕ= + −                                (9) 

其中， [ ]0,1jϕ ∈ 是对类似于 MUSCL 方法[14]中斜率 j x∆ ∆ 的进一步限制，称之为斜率限制器。重构(9)
在控制单元 1 2 1 2,j j jI x x− + =   的边界外推值分别为 
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来确保不会产生新的极值。在上述不等式的各边都减去 n
jk 得到 
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然后，利用公式(11)中的第一个不等式，对左斜率限制器的构造过程进行分析。 
当 1

n n
j jk k− > 时 
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同理，右斜率限制器取 
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为了确保不等式(12)的成立，斜率限制器取 ( )( )max min , ,0j L Rϕ ϕ ϕ=  [8]，对于 Lϕ 和 Rϕ ，一般情况
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下，在计算的过程中，为了避免出现计算错误，通常在分母上加上一个非常小的常数 610ε −= 。 

2.3.2. 高分辨率熵相容格式 
在本节中，基于 2.2 节所提出的熵相容格式，将 2.3.1 节构造的新的斜率限制器应用到该格式中，得

到了求解交通流 LWR 模型的高分辨率熵相容格式(EC-SL)。 
交通流 LWR 模型的高分辨率熵相容格式的数值通量为 

( ) ( )1 1
1 2 1 2 1 1

1 11 ,
2 6

SL SL SL SL
j j j jEC SL C SL SL SL SL

j j f j j f j j
m m

k k k k
f f u k k u k k

k k
+ +−

+ + + +

+ −
= − − − − −            (13) 

SL
jk 和 1

SL
jk + 是重构后得到的变量值。重构过程如下，利用加入斜率限制器后的式子 

( ) ( )n
j j j jR x k H x xϕ= + − ，计算出 ( )jR x 和 ( )1jR x+ ，并令 SL

jk 和 1
SL
jk + 分别等于 ( )1 2j jR x − 和 ( )11 2j jR x+ + ，

在数据重构完成之后，将 SL
jk 和 1

SL
jk + 代入数值通量中，就能得到求解交通流 LWR 模型的高分辨率熵相容

格式。 

3. 数值算例 

本节中数值算例的参考解是由四阶 CWENO 熵相容格式在 2000 个网格单元计算所得。EC 和 EC-SL
分别表示由熵相容格式的数值通量(公式(5))和高分辨率熵相容格式的数值通量(公式(13))得到的半离散守

恒型差分格式(公式(1))计算所得，时间方向的离散采用三阶 Runge-Kutta 格式(公式(2))。数值模拟时，取

100 个网格单元，横坐标为距离的无量纲化，纵坐标为车流密度的无量纲化。边界条件均采用 Neumann
边界条件。 

算例 1 信号灯由红变绿的极端车流情形。长为 10 kmb = 的公路， 150 m sfu = ， 0.15 veh mmk = ，

模拟时间 t 设为 120 s、300 s、450 s、600 s。 
初始条件为： 

0 0.8 0 7000,
0.4 7000 10000.

m
j

m

k x
k

k x
     ≤ ≤

=        ≤ ≤

 

边界条件是 0 0.8n
mk k= ， 0.4n

m mk k= 。 
计算结果如图 1 所示。 
 

 
t = 120 s                                           t = 300 s 
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t = 450 s                                          t = 600 s 

Figure 1. Results of example 1 
图 1. 算例 1 数值结果 

 
图 1 分别显示了在 120 s、300 s、450 s、600 s 时车流密度与距离之间的关系。由于信号灯由红灯变

为绿灯，上游高密度的交通流逐渐向下游疏散，从而形成了稀疏波。如图所示，随着车辆行驶距离的增

加，稀疏波的过渡区域逐渐扩大。通过与 EC 格式的对比，EC-SL 格式的结果在稀疏波区域更加接近于

参考解。在表 1 中，通过两种格式精度的比较，说明了斜率限制器的确提高了熵相容格式的精度。 
 

Table 1. The EC/EC-Sl scheme computers the order of error and convergence up to t = 120 s 
表 1. EC/EC-SL 格式计算到 t = 120 s 的误差和收敛阶 

网格数 EC-SL L1 误差 收敛阶 EC L1 误差 收敛阶 

100 0.0090  0.0124  

200 0.0018 2.3219 0.0060 1.0473 

400 4.3720e-04 2.0416 0.0022 1.4475 

800 9.2160e-05 2.2461 0.0010 1.1375 

 
由表 1 可知，EC-SL 格式在算例 1 中可以达到二阶精度，而 EC 格式只有一阶精度。 
算例 2 路长为 1.1 kmb = ， 16.67 m sfu = ， 0.168 veh mmk = ，初始车流密度为 0.075 veh/m，在

1000 mx = 处有一个红色信号灯。模拟时间 t 设为 30 s、60 s、90 s、120 s。 
初始条件为： 

0 0.075 0 1000,
1000 1100.j

m

x
k

k x
     ≤ ≤

=             ≤ ≤

 

边界条件是 0 0.075nk = ， 0.168n
mk = 。 

计算结果如图 2 所示。 
图 2 分别显示了在 30 s、60 s、90 s、120 s 时车流密度与距离之间的关系。由于该路段在 1000 mx =

处是红色信号灯，行驶中的车流不断被压缩，造成了下游的堵塞，使得交通流向上游传播形成了激波。

由图可以看出，EC 格式和 EC-SL 格式在间断处均出现抹平现象，但 EC-SL 格式较 EC 格式有了良好的

改善。EC-SL 格式在激波处过渡带较窄，跨越间断的单元数目也少于 EC 格式，并且 EC-SL 格式解的分
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辨率比 EC 格式的高。 
 

 
t = 30 s                                            t = 60 s 

 
t = 90 s                                           t = 120 s 

Figure 2. Results of example 2 
图 2. 算例 2 数值结果 

 
算例 3 交通信号灯放行后车流密度的变化。路长为 2.5 kmb = ， 14 m sfu = ， 1.0 veh mmk = 。 
初始条件为： 

0

0.5 500 m 1000 m,
0 1000 m 1500 m,
0.25 otherwise.

j

x
k x

     ≤ ≤
=         ≤ ≤  
     

 

这个算例反映的交通流状况是：在 500 米位置有一个红色信号灯，信号灯左侧车流密度为 0.25；500
米~1000 米路段车流密度为 0.5；1000 米处有一个绿色信号灯，信号灯前方道路上 1000 米~1500 米范围

内没有车辆；1500 米位置右侧，车流密度为 0.25，1500 米处是一个向右的激波。模拟时间 t 设为 15 s、
30 s、50 s、60 s，计算结果如图 3 所示。 

图 3 分别显示了在 15 s、30 s、50 s、60 s 时车流密度与距离之间的关系。根据初始条件可知，在 500
米处，信号灯刚好由红灯变成绿灯，大量的车辆从信号灯左边驶向右边，使得信号灯右边车流密度迅速
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增加，从而产生了激波，并且密度在短时间内保持不变；又因为绿灯放行的原因，被放行的车辆在 1000
米后快速向前行驶，使车流密度逐渐降低到 0，导致出现了稀疏波现象；在绿灯放行后，在第一辆放行

的车辆还没有追上前面最后一辆运行的车辆前，道路上仍然有一部分路段没有车辆；在零密度与没有被

红灯阻断的最后一辆车之间，则会形成激波间断。从图中看出，EC-SL 格式在激波间断处和稀疏波处算

的结果都优于 EC 格式，即 EC-SL 格式更贴近参考解。 
 

 
t = 15 s                                            t = 30 s 

 
t = 50 s                                            t = 60 s 

Figure 3. Results of example 3 
图 3. 算例 3 数值结果 

4. 结束语 

由于交通流 LWR 模型在数学上可以表示为双曲守恒律方程，所以我们将求解一般双曲守恒律方程

的熵相容格式进一步推广到交通流 LWR 模型，并在重构时将 MUSCL 型斜率限制器加入熵相容格式，得

到了求解交通流 LWR 模型的高分辨率熵相容格式。计算结果表明，新格式在稀疏波和激波处的逼近效

果优于其他格式，更好地模拟了 LWR 交通流模型随着时间的推移距离和密度之间的变化关系，是一种

较为理想的方法。该算法也可推广应用于交通流其他类似属性方程的数值求解中，格式的推导和程序的

实现过程类似于 LWR 模型方程。 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.116363


孙妍 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.116363 3415 应用数学进展 
 

基金项目 

国家自然科学基金(11971075)。 

参考文献 
[1] Lighthill, M.J. and Whitham, G.B. (1955) On Kinematic Waves II. A Theory of Traffic Flow on Long Crowded Roads. 

Proceedings of the Royal Society, Series A: Mathematical and Physical Sciences, 229, 317-345.  
https://doi.org/10.1098/rspa.1955.0089 

[2] Richards, P.I. (1965) Shock Waves on the Highway. Operations Research, 4, 42-51. https://doi.org/10.1287/opre.4.1.42 
[3] Lax, P.D. (1954) Weak Solutions of Non-Linear Hyperbolic Equations and Their Numerical Computations. Commu-

nications on Pure and Applied Mathematics, 7, 159-193. https://doi.org/10.1002/cpa.3160070112 
[4] Tadmor, E. (1987) The Numerical Viscosity of Entropy Stable Schemes for Systems of Conservation Laws. I. Mathe-

matics of Computation, 49, 91-103. https://doi.org/10.1090/S0025-5718-1987-0890255-3 
[5] Roe, P.L. (2006) Entropy Conservation Schemes for Euler Equations. Talk at HYP 2006, Lyon, France. 
[6] Ismail, F. and Roe, P.L. (2009) Affordable, Entropy-Consistent Euler Flux Functions II: Entropy Production at Shocks. 

Journal of Computational Physics, 228, 5410-5436. https://doi.org/10.1016/j.jcp.2009.04.021 
[7] Liu, Y.Q., Feng, J.H. and Ren, J. (2015) High Resolution, Entropy-Consistent Scheme Using Flux Limiter for Hyper-

bolic Systems of Conservation Laws. Journal of Scientific Computing, 64, 914-937.  
https://doi.org/10.1007/s10915-014-9949-3 

[8] 任璇. 基于斜率限制器的高分辨率熵相容格式研究[D]: [硕士学位论文]. 西安: 长安大学, 2021. 

[9] 沈亚玲, 封建湖, 郑素佩, 等. 基于一种新型斜率限制器的理想磁流体方程的高分辨率熵相容格式[J/OL]. 计算

物理: 1-15. http://kns.cnki.net/kcms/detail/11.2011.O4.20210825.1243.004.html, 2022-03-15. 

[10] 郑素佩, 封建湖. 交通流 LWR 模型的高分辨率熵相容算法[J]. 长安大学学报(自然科学版), 2013, 33(5): 75-80. 

[11] 冯娟娟, 封建湖, 程晓晗, 等. 基于 WENO-Z+重构的熵稳定格式求解 LWR 交通流模型[J]. 西北师范大学学报

(自然科学版), 2019, 55(2): 35-40. 
[12] Imran, W., Khan, Z.H., Gulliver, T.A., et al. (2021) Macroscopic Traffic Flow Characterization for Stimuli Based on 

Driver Reaction. Civil Engineering Journal, 7, 1-13. https://doi.org/10.28991/cej-2021-03091632 
[13] Liu, X.D., Osher, S. and Chan, T. (1994) Weighted Essentially Non-Oscillatory Schemes. Journal of Computational 

Physics, 115, 200-212. https://doi.org/10.1006/jcph.1994.1187 
[14] Toro, E.F. (2009) Riemann Solvers and Numerical Methods for Fluid Dynamics: A Practical Introduction. Springer, 

Berlin. https://doi.org/10.1007/b79761 
 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.116363
https://doi.org/10.1098/rspa.1955.0089
https://doi.org/10.1287/opre.4.1.42
https://doi.org/10.1002/cpa.3160070112
https://doi.org/10.1090/S0025-5718-1987-0890255-3
https://doi.org/10.1016/j.jcp.2009.04.021
https://doi.org/10.1007/s10915-014-9949-3
http://kns.cnki.net/kcms/detail/11.2011.O4.20210825.1243.004.html
https://doi.org/10.28991/cej-2021-03091632
https://doi.org/10.1006/jcph.1994.1187
https://doi.org/10.1007/b79761

	求解交通流LWR模型的高分辨率熵相容格式
	摘  要
	关键词
	High-Resolution Entropy Consistent Scheme for the LWR Model of Traffic Flow
	Abstract
	Keywords
	1. 引言
	2. 交通流LWR模型
	2.1. 方程离散
	2.2. 熵相容格式
	2.3. 高分辨率熵相容格式
	2.3.1. 斜率限制器
	2.3.2. 高分辨率熵相容格式


	3. 数值算例
	4. 结束语
	基金项目
	参考文献

