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摘  要 

新冠病毒的不断变异和大规模人群接种疫苗等原因，使得疫情爆发地区中的无症状感染者增多。分析和

掌握无症状感染者的增长规律，对制定防疫政策和精准防疫措施有重要的参考意义。本文对2022年上海

疫情中无症状感染者数据进行统计分布拟合，分析拟合分布的偏态、峰值和分位点，发现伽马分布和对

数正态分布与真实分布较为近似，并通过EDF统计量对拟合分布作拟合优度检验，结果显示伽马分布检

验p值较大，检验通过率较高，其拟合效果较好。 
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Abstract 
Due to the continuous mutation of novel coronavirus and mass vaccination of the population, the 
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number of asymptomatic patients in regional outbreaks has increased. Analyzing and mastering 
the growth pattern of asymptomatic infections has important reference significance for formulat-
ing epidemic prevention policies and precise epidemic prevention measures. This paper performs 
statistical distribution fitting on the data of asymptomatic patients in the Shanghai epidemic in 
2022, analyzes skewness, peaks, and quantiles of fitted distributions, it is found that the gamma 
distribution and lognormal distribution are more approximate to the true distribution. In this pa-
per, EDF statistic is used to test the goodness of fit of the fitting distributions. The results show 
that the p-value of the gamma distribution test is large, and the test pass rate is high, indicating 
that the fitting effect is good. 
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1. 引言 

2022 年新型冠状病毒(2019-nCoV)在多地区爆发，但随着病毒的不断变异、疫苗接种率的提升以及疫

情管控措施的加强，相对于 2020 年疫情发展，无症状感染者成为主要病毒感染人群。现阶段新冠疫情中，

无症状感染者也具有较强的传染性，同时具有隐匿性，使得无症状感染者的人数增长速度要快于确诊病

例，对于疫情防控而言是一个新的挑战。因此分析无症状感染者增长的统计分布，研究其传播规律，对

当前疫情走势判断、防控政策的制定有着重要的意义。 
统计分布，是用来描述随机现象的基本工具，是数理统计学的基础，任何统计方法都离不开统计分

布的概念和各种具体分布的性质[1]。根据确定的统计分布，可以研究事件发展变化情况，对未知事件的

发生进行预测。统计分布分包括离散型统计分布和连续型统计分布，本文将利用连续型分布研究无症状

感染者的增长情况。常见的连续型统计分布有均匀分布、正态分布、对数正态分布、伽马分布和威布尔

分布等，本文通过参数估计的方法拟合出无症状感染者数据的多种连续型统计分布，并对每一种分布进

行拟合优度检验，找到最优的统计模型。拟合优度检验是用来检验观测数与依照某种假设或分布模型计

算得到的理论数之间一致性的一种统计假设检验，以便判断该假设或模型是否与实际观测数相吻合，是

评价用已知分布拟合现实数据优劣的一种方法，有着广泛的实际应用[2]。拟合优度检验包括作图法与回

归方法、 2χ 型检验和 EDF 型检验等，借助 EDF 统计量检验拟合出的分布是本文的主要研究方法。 

2. 统计分布拟合 

2.1. 分布模型 

2.1.1. 正态分布模型 
若随机变量 X 的概率密度函数为 

( )
( )2

221 e
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−
−
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则称随机变量 X 服从均值为 µ ，方差为 2σ 的正态分布，记作 ( )2,X N µ σ ，其中 
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分别为 µ 和 2σ 的一个无偏估计，那么可以用分布 ( )2ˆ ˆ,N µ σ 近似随机变量 X 的真实分布。 

2.1.2. 对数正态分布模型 
若随机变量 X 的取值为正数，且 ( )2ln ,X N µ σ ，则称随机变量 X 服从对数正态分布，其概率密度

函数为 
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在对数正态分布的实际应用中，一般取 µ 和 2σ 的极大似然估计作为 µ 和 2σ 估计量，分别为 
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2.1.3. 伽马分布模型 
若随机变量 X 的概率密度函数为 
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其中 ( ) 1
0

e dxx xαα
+∞ − −Γ = ∫ ，α 为形状参数， β 为尺度参数，则称随机变量 X 服从伽马分布，记作

( ),X G α β ，伽马分布的期望和方差分别为 

( )E X α
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出参数α 和 β 的估计量 
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2.1.4. 威布尔分布模型 
若随机变量 X 的概率密度函数为 
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其中 0λ > 为尺度参数， 0k > 为形状参数，则称随机变量 X 服从威布尔分布，记作 ( ),X W kλ 。用实际

数据进行分布拟合时，一般使用的参数估计为 
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2.2. 数据拟合 

本文收集了上海 2022 年 3 月 1 日至 6 月 30 日共 122 天的无症状感染者日增长数据，数据来源于上

海市卫生健康委官方网站[3]。为了研究上海新冠疫情无症状感染者的增长规律，本节对日增长数据进行

统计分布拟合。在疫情蔓延过程中，日增长数据会出现偶然的波动，为了消除这种偶然因素，提高模型

的拟合优度，本节还采用移动平均的方法拟合数据，其中以 7 天作为平均长度。在数据拟合过程中，将

无症状感染者出现的日期作为随机变量，为了便于描述，把 3 月 1 日记作上海疫情第 1 天，6 月 30 日记

作上海疫情第 122 天，则随机变量 X 的取值为1,2,3, ,122 。由公式(1)、(2)、(4)、(5)，根据无症状感染

者日增长数据和 7 天移动平均数据，计算出四个统计分布的参数估计，具体如表 1。 
 
Table 1. Probability distribution parameter estimates for two classes of data 
表 1. 两类数据的统计分布参数估计值 

分布 参数 日平均 
估计值 

7 天移动平

均估计值 分布 参数 日平均 
估计值 

7 天移动平

均估计值 

( )2,X N µ σ  
µ̂  46.84 43.84 

( ),X G α β  
α̂  17.97 15.07 

2σ̂  119.10 122.88 β̂  0.38 0.34 

( )2ln ,X N µ σ  
µ̂  3.82 3.75 

( ),X W kλ  
k̂  4.45 4.14 

2σ̂  0.06 0.07 λ̂  51.14 48.10 

 
为了便于观察无症状感染者增长数，本文的分布图采用的是频数分布图。图 1 和图 2 的直方图分别展

示了无症状感染者日增长数和 7 天移动平均增长数，图中曲线表示四种拟合分布的频数变化。由图可以发

现，无症状感染者前期增长速度较快，呈正偏态分布。在拟合的分布曲线中，对数正态分布和伽马分布是

正偏态的，而威布尔分布是负偏态的；同时，对数正态分布和伽马分布对尾部数据拟合较好，能较好地表

示疫情后期无症状感染者的增长情况；从峰值上看，四个分布的峰值都低于真实峰值，但对数正态分布和

伽马分布的峰值与真实数据的峰值最为接近；从峰值出现的时间上看，真实数据峰值出现的时间与对数正

态分布和伽马分布峰值出现的时间近似，而正态分布和威布尔分布的峰值出现的时间要晚。通过以上分析

可知，对数正态分布和伽马分布对两类数据拟合的效果较好，而正态分布和威布尔分布拟合效果较差。 
 

    
(a) 正态分布拟合                                (b) 对数正态分布拟合 
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(c) 伽马分布拟合                                 (d) 威布尔分布拟合 

Figure 1. Frequency plots of fitted distributions for daily growth data 
图 1. 日增长数据拟合分布频数图 
 

    
(a) 正态分布拟合                                (b) 对数正态分布拟合 

    
(c) 伽马分布拟合                                 (d) 威布尔分布拟合 

Figure 2. Frequency plots of fitted distributions for 7-day moving average growth data 
图 2. 7 天移动平均增长数据拟合分布频数图 
 

中国精算师协会传染病数学模型研究小组在研究 2003 年非典疫情北京数据数学模型时，利用分位点

评价分布拟合效果[4]，本文运用了同样的方法对分布进行拟合评价。表 2 和表 3 中的数据是两类数据真

实分布和拟合分布的分位点，通过表格数据可以分析疫情发展情况与时间的关系，例如，真实数据的 50%
分位点为 39，表示第 1 天至 39 天无症状感染者增长总数占 122 天总感染人数的 50%，此时疫情发展处

于中期。从表中数据可以发现，四个拟合分布的 25%、50%、75%分位点与真实分布的分位点都很接近，

伽马分布的这三个分位点与真实分布分位点完全相同。若 99.9%分位点作为此次疫情即将结束的时间点，

则真实分布中第 85 天进入疫情结束阶段，正态分布和威布尔分布将此时间点提前 7 至 8 天，对数正态分

布推迟 8 至 9 天，而伽马分布仅推迟 1 至 2 天。在 95%、99%分位点上，同样是伽马分布表现得最好。

综上所述，对于疫情发展情况，四个分布在疫情前中期都能够较好地判断，而在疫情发展后期，伽马分

布判断较为准确。 
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Table 2. Quantile of the fitted distributions for daily growth data 
表 2. 日增长数据拟合分布的分位点 

分布 
25% 

分位点 
50% 

分位点 
75% 

分位点 
95% 

分位点 
99% 

分位点 
99.9% 
分位点 

真实分布 39 46 54 66 77 87 

正态分布 39 47 54 65 72 80 

对数正态分布 39 46 54 68 80 96 

伽马分布 39 46 54 66 76 88 

威布尔分布 39 47 55 65 72 79 

 
Table 3. Quantile of the fitted distributions for 7-day moving average growth data 
表 3. 7 天移动平均增长数据拟合分布的分位点 

分布 
25% 

分位点 
50% 

分位点 
75% 

分位点 
95% 

分位点 
99% 

分位点 
99.9% 
分位点 

真实分布 36 43 51 63 74 85 

正态分布 36 44 51 62 70 78 

对数正态分布 35 42 51 66 79 97 

伽马分布 36 43 51 64 74 87 

威布尔分布 36 44 52 63 70 77 

3. EDF 拟合优度检验 

EDF 型拟合优度检验是建立在经验分布函数基础上的检验方法，常见的检验方法有 KS 检验、CvM 检

验和 AD 检验。设 1 2, , , nX X X 是一组来源于连续分布 F 的独立样本，EDF 型检验统计量检验的问题为 

0 0 1 0: ; :H F F H F F= ≠  

其中， 0F 为确定的理论分布函数。 

3.1. 检验方法 

3.1.1. KS 检验 
Kolmogorov 和 Smirnov 提出了 KS 检验[5] [6]，KS 检验统计量为 

( ) ( )0supn n
x

D n F x F x
−∞< <∞

= − ， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0sup , supn n n n
x x

D n F x F x D n F x F x+ −

−∞< <∞ −∞< <∞
= − = −  

其中 nF 为经验分布函数。当样本给定时，将样本按照从小到大排序得到 ( ) ( ) ( )1 2, , , nX X X ，其统计量可以

表示为 

( )( ) ( )( )0 01

1max ,n i ii n

i iD n F X F X
n n≤ ≤

 −    = − −        
                       (6) 

3.1.2. CvM 检验 
CvM 型检验统计量[7]的一般形式为 
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( ) ( ) ( ) ( )22
0 0dn nn F x F x g x F xω

∞

−∞
= −  ∫                            (7) 

当取 ( ) 1g x = 时，便得到了 CvM 检验统计量 

( ) ( ) ( )22
0 0dn nW n F x F x F x

∞

−∞
= −  ∫                             (8) 

当样本给定时，CvM 检验统计量可以表示为 

( )( )
2

2
0

1

2 1 1
2 12

n

n i
i

iW F X
n n=

− = − +  
∑                             (8) 

3.1.3. AD 检验 

Anderson 和 Darling 提出了 AD 检验统计量[8]，当(7)式中 ( ) ( )
1

1
g x

x x
=

−
时，可以得到 AD 检验统计

量 

( ) ( )
( ) ( )

( )
2

02
0

0 0

d
1

n
n

F x F x
A n F x

F x F x

∞

−∞
−  =
−  

∫  

当样本给定时，AD 检验统计量可以表示为 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
0 0

1

1 2 1 ln 2 1 2 ln 1
n

n i i
i

A n i F X n i F X
n =

    = − − − + + − −     ∑              (9) 

3.2. 检验 p 值的计算方法 

在进行拟合优度检验时，本文利用 p 值来确定是否拒绝原假设。对于样本 1 2, , , nX X X 和拟合分布 0F ，

EDF 型检验统计量检验 p 值的 Monte-Carlo 模拟计算步骤如下： 
1) 将样本按升序排列得到 ( ) ( ) ( )1 2, , , nX X X ，再带入公式(6)、(8)、(9)中，分别计算出 KS 统计量 0D ，

CvM 统计量 0W ，AD 统计量 0A 。 
2) 运用 Monte-Carl 模拟方法，生成 n 个服从 [ ]0,1U 分布的随机变量 1 2, , , nU U U 。 
3) 随机变量 1 2, , , nU U U 升序排列得到 ( ) ( ) ( )1 2, , , nU U U ，令 ( )( ) ( )0 i iF X U= ，带入公式(6)、(8)、(9)中，

计算三种 EDF 统计量 , ,D C W 。 
4) 重复步骤 2)和 3) M 次(一般 M 大于 1000)，得到 1 2 1 2 1 2, , , ; , , , ; , , ,n n nD D D W W W A A A   。则 KS、

CvM 和 AD 统计量的检验 p 值分别为 

( ) ( ) ( )0 0 0# # #
, ,KS CvM AD

D D W W A A
p p p

M M M

> > >
= = =  

3.3. 检验分析 

本文收集的样本量超过 59 万，这些样本不能严格地服从拟合出的四个分布，若将所有的样本进行拟

合优度检验，那么四个分布都不能通过检验，而本文所研究的问题是选择一个近似的分布代替真实分布，

所以需要减少检验的样本量。本文采用的方法是将所有的样本分组平均，每组的样本量为 N，那么总共

分为 [ ]H N T= 组，其中 T 为所有样本的数量，每组样本取均值生成新的样本 1 2, , , HY Y Y ，则 kY
( )1 k H≤ ≤ 表示 122 天中前 ( )1 1N k − + 到 Nk 个被感染者出现时间的期望。 

表4和表5中显示的是两类数据拟合分布的EDF拟合优度检验的p值，在p值计算过程中取 10000M = 。

两表中数据表明，当 N 越小时，检验 p 值越小，这是因为用作检验的样本点越多，拟合优度检验越苛刻，
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要求分布拟合的优度越高，则拟合分布越不容易通过检验。而无论 N 取何值，伽马分布的三种检验 p 值是

最大的，而威布尔分布是最小的。取检验水平 0.05α = ，当 500N = 时，从表 4 中数据可以发现，对数正

态分布通过 CvM 检验，伽马分布通过了 CvM 和 AD 检验，而另外两个分布没有通过任何检验，表 5 中只

有伽马分布通过了所有检验。通过以上分析可知，伽马分布的拟合效果最好。 
 
Table 4. EDF tests p-values of fitted distributions for daily growth data 
表 4. 日增长数据拟合分布的 EDF 检验 p 值 

N 检验 正态

分布 

对数

正态

分布 

伽马

分布 

威布

尔分

布 
N 检验 正态

分布 

对数

正态

分布 

伽马

分布 

威布

尔分

布 

500 

KS 0.001 0.009 0.033 0.000 

2000 

KS 0.239 0.513 0.707 0.099 

CvM 0.008 0.070 0.188 0.000 CvM 0.272 0.603 0.813 0.071 

AD 0.006 0.030 0.130 0.000 AD 0.271 0.547 0.823 0.037 

1000 

KS 0.023 0.138 0.246 0.006 

5000 

KS 0.799 0.967 0.988 0.626 

CvM 0.069 0.268 0.484 0.006 CvM 0.757 0.947 0.992 0.321 

AD 0.054 0.189 0.445 0.002 AD 0.850 0.936 0.997 0.303 

1500 

KS 0.102 0.375 0.539 0.041 

10,000 

KS 0.981 0.999 1.000 0.918 

CvM 0.195 0.456 0.668 0.027 CvM 0.962 0.999 1.000 0.656 

AD 0.195 0.361 0.669 0.012 AD 0.985 0.997 1.000 0.679 

 
Table 5. EDF tests p-values of fitted distributions for 7-day moving average growth data 
表 5. 7 天移动平均增长数据拟合分布的 EDF 检验 p 值 

N 检验 正态

分布 

对数

正态

分布 

伽马

分布 

威布

尔分

布 
N 检验 正态

分布 

对数

正态

分布 

伽马

分布 

威布

尔分

布 

500 

KS 0.001 0.006 0.062 0.000 

2000 

KS 0.326 0.484 0.795 0.213 

CvM 0.018 0.036 0.241 0.000 CvM 0.334 0.460 0.861 0.114 

AD 0.011 0.012 0.166 0.000 AD 0.352 0.408 0.871 0.074 

1000 

KS 0.050 0.107 0.337 0.023 

5000 

KS 0.864 0.938 0.996 0.758 

CvM 0.125 0.175 0.548 0.013 CvM 0.840 0.881 0.998 0.422 

AD 0.110 0.101 0.491 0.005 AD 0.906 0.855 0.997 0.419 

1500 

KS 0.181 0.280 0.595 0.116 

10,000 

KS 0.991 0.998 1.000 0.969 

CvM 0.260 0.335 0.750 0.054 CvM 0.981 0.990 1.000 0.765 

AD 0.269 0.255 0.746 0.028 AD 0.994 0.989 1.000 0.781 

4. 总结 

对拟合分布图进行分析可知，伽马分布、对数正态分布与真实分布的偏态方向一致，从而使得这两

个分布在峰值位置上与真实分布差距不大，同时伽马分布在尾部数据拟合和分位点数值的接近程度上表
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现尤为突出。在所有的 EDF 拟合优度检验中，伽马分布的检验 p 值最大，说明样本来源于伽马分布最易

被接受，由此判断该分布的拟合效果最好。通过以上不同角度的分析，发现对于上海 2022 年 3 月至 6 月

的疫情中无症状感染者，其增长模型适合用伽马分布进行拟合，若某地发生类似疫情，可以利用伽马分

布分析预测疫情的发展情况，从而制定合理的防疫政策。 
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