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摘  要 

针对一类多重连接复杂动态网络，提出了一种实现有限时间广义同步的分散自适应控制策略。值得指出

的是，本文的网络模型是由不同状态维数的相似节点组成的且外部耦合矩阵是时变的、非对称的、非耗

散的。此外，需要强调的是，与现存的同步策略相比，有限时间广义同步不仅能减少控制成本和估计达

到同步的时间，还可描述不同维数节点间的同步现象，这将提高控制策略的可操作性。基于有限时间稳

定性理论，严格证明了网络有限时间广义同步控制策略的有效性，并通过数值仿真实例验证了所提结果

的可行性和正确性。 
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Abstract 
The article proposes decentralized adaptive control strategy to realize finite-time generalized 
synchronization for a class of multi-linked complex dynamical networks. It is worth pointing out 
that our network model is composed of similar nodes with different state dimensions and the out-
er coupling matrix can be time-varying, asymmetric, non-diffusively coupled. In addition, compared 
to the existing synchronization strategies, finite-time generalized synchronization can not only 
reduce control costs and estimate the time to achieve synchronization, but also can describe the 
synchronization phenomenon between nodes of different dimensions, which can improve the ope-
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rability of control strategy. Based on finite-time stability theory, the validness of the control strat-
egy for realizing the finite-time generalized synchronization of our multi-linked networks is rigo-
rously proved, and the numerical example is provided to illustrate the effectiveness and correct-
ness of the proposed theoretical result. 
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1. 引言 

在过去几十年里，关于复杂网络的研究越来越多[1] [2] [3] [4] [5]，其中一个最重要的原因是其在数

学、物理、生物和工程等领域都具有潜在的应用。值得注意的是，现有关于复杂网络的研究成果主要适

用于单连接网络，但多重连接网络在实际世界中普遍存在，例如：人际关系网络，交通网络，通信网络

和细胞网络等。多重连接网络是指网络中节点之间具有多种类型的边连接，例如：在交通网络中，各个

城市间的连接可能存在火车、高铁、飞机、轮船等不同类型的交通方式。由于实际背景的因素，我们不

能简单地将节点之间不同类型的连接方式合并为一种，例如，不同类型的交通方式的速度是不一样的，

所以人们会根据自身的需求，选择合适的交通方式。因此，如果用单连接网络来建模交通网络，这往往

是不合适的。另外，相比于单连接网络，多重连接网络具有提高网络速度[6]、优化网络性能[7]，降低运

输成本等优点。并且单连接网络是多重连接网络的一种特殊情况。所以本文重点研究一类多重连接网络，

这是具有现实意义的。 
同步是复杂网络的重要集体现象之一并且在实际世界中广泛存在，例如：萤火虫同频率地发光和鸟

群同步迁徙等，另外同步在安全通信[8]和图像处理[9]等多种领域具有潜在的应用。因此，同步引起了很

多学者的关注并且大量的同步现象已经被研究[2] [3] [4] [5]。众所周知，网络不能自发地实现同步，控制

是使网络实现理想的同步状态的有效和必要手段。并且一些关于多重连接网络的同步策略[10]-[18]已经被

研究。例如：文[11]通过设计自适应牵制控制器使得一类具有时滞和多重连接的双层非线性耦合网络实现

了聚类同步。文[12]通过设计了间歇牵制控制器使得一类含时滞的多重连接网络实现同步。文[14]研究了

一类具有时滞或时变时滞的多重连接网络的有限时间函数投影同步问题。 
虽然已经得到一些关于多重连接网络的同步策略，但以下问题还有待进一步讨论： 
首先，现实网络中的节点通常是不同的，甚至是具有不同的状态维数。文献[3] [5] [19]已经提出了具

有不同状态维数节点的单连接复杂动态网络的同步策略。但具有不同状态维数节点的多重连接网络的同

步问题的研究仍然是空缺的。这不仅因为由不同维数节点组成的多重连接网络通常表现出更复杂的动态

行为，还因为描述不同维数节点间的同步现象比较困难。众所周知，完全同步[10] [12] [16]和有限时间同

步[18]只发生在具有相同维数的节点之间。因此，需要引入一种新的同步现象来描述具有不同维数节点组

成的多重连接网络的同步。而广义同步可描述不同维数节点之间的同步现象，例如，文[7]通过给关键节

点设计控制器使一类具有不同维数节点的复杂网络分别实现渐近和指数广义投影同步。但文[7]研究的是

单连接网络且是渐近和指数广义投影同步，这意味着网络将在无限时间达到同步。但在一些现实情况下，
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我们更希望网络能在有限时间内达到同步，例如在安全通信网络。另外，有限时间同步具有收敛快和低

成本等优点。因此，本文研究具有不同维数节点的多重连接网络的有限时间广义同步问题，这是非常具

有现实意义的且仍然是一项空缺，而本文致力填补这一项空缺。 
其次，前述有关多重连接网络的研究成果[10]-[18]中，常常需要假设网络的外耦合矩阵是时不变的和

需要满足耗散条件的，即每一重外耦合矩阵的每一行需要满足零行和条件。这一假设设置的主要原因是

可以给推导过程提供一些便利。但这一假设并不总是适用于现实网络。事实上，现实网络中节点之间的

耦合关系往往是随时间改变的，例如：在鸟群、鱼群，蜂群等自然网络中，个体通常能够形成或者抑制

自身与其他个体之间的联系，并调整其耦合强度[20]。另外，节点之间的耦合关系在上述自然网络中也并

非简单地满足耗散条件，而是已经被自然所设计好以满足某种特定的需求，且是非线性函数的形式[20]。
此外，非耗散耦合系统在实际世界中普遍存在，如：价格网络、交通网络和颗粒材料[21] [22]等。因此，

非常有必要研究非耗散耦合的时变多重连接网络的同步问题。 
最后，现实网络中的节点通常具有几乎相同或者相似的性质、外观或者功能等特性，这些特性被叫

做相似性，具有相似性的节点称作相似节点[3] [23]，例如：由几个单位相同的电厂组成的电网[24]，功

能相似的神经元组成神经元群等。此外，一些研究表明相似性还可以简化控制器的设计[3] [23]。但现有

关于多重连接网络的文献中，还未考虑并利用节点的这一特性，本文将在这方面做一些研究。 
受以上讨论启发，本文的重点是通过节点间的相似性，为具有不同维数节点和非耗散耦合的多重连

接网络设计有限时间广义同步控制器。主要贡献如下：1) 与文献[10]-[18]相比，本文的多重连接网络模

型能更好地体现现实网络的特征。不仅体现在研究的是具有不同维数节点和相似节点的多重连接网络，

还体现在外耦合矩阵是时变且非耗散的。2) 探讨的是多重连接网络的有限时间广义同步现象，它不仅可

以节约控制成本和估计达到同步的时间，还可以描述不同维数节点间的同步现象，是比现有文献[10]-[18]
中的同步更广泛的同步现象。3) 采用分散控制实现多重连接网络的有限时间广义同步问题，分散控制因

只利用节点自身的信息而具有低维、低消耗、易操作的优点。 
符号规定：本文将采用标准符号，除特别说明外， nI 表示 n 阶单位矩阵， nO 表示 n 维零向量， nR 表

示 n 维实向量集， n mR × 表示 n m× 维的实矩阵集， TP 表示矩阵 P 的转置矩阵， ( )1 2, , , ndiag λ λ λ 表示对

角元素为 1 2, , , nλ λ λ 的对角矩阵， * 表示向量的欧几里得范数或矩阵的 Frobenius 范数。 

2. 问题描述与预备知识 

本文考虑一类非耗散耦合的多重连接网络模型，其由 N 个不同维数的节点和 h 种不同类型的连接组

成，动力学方程为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

,
h N

q q
i i i ij i i j j i i i i i

q j
j i

x f x b t M x g x g x Q x u
= =

≠

= + − +∑∑                  (1) 

其中， ( )T

1 2, , , i
i

n
i i i inx x x x R= ∈ 是节点 i 的状态向量， in 是节点 i 的状态维数， 1,2, ,i N=  ； 

( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2, , , i
i

n
i i i i i i in if x f x f x f x R= ∈ 是非线性函数向量； 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
1

T

1 2, , , n
i i i i i i in ig x g x g x g x R= ∈ 是充分光滑的向量值映射； ( ) ( ) 1iq n n

i iM x R ×∈ 是第 q 种连接类型 

的内耦合函数矩阵； ( ) 1in n
i iQ x R ×∈ 和 1n

iu R∈ 分别是控制增益矩阵和控制输入。设 ( ) ( ) ( ) ( )( )q q
ij N N

B t b t
×

= 是 

t 时刻网络(1)的第 q 种连接类型的时变外部耦合矩阵，它描述了 t 时刻网络(1)中各节点之间的耦合强度和

拓扑结构，其元素即外耦合连接权值定义为：在 t 时刻，如果从节点 i 到节点 j 之间第 q 种连接类型有信

息传输，则 ( ) ( ) 0q
ijb t ≠ ，否则 ( ) ( ) ( )0q

ijb t j i= ≠ ， ( ) ( )q
iib t 是任意给定的实数， 1,2, , ; 1, 2, ,j N q h= =  。 
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注 1 考虑多重连接网络(1)。(I) 由网络(1)可以清楚地看出， ( ) ( ) ( ) ( )( )q q
ij N N

B t b t
×

= 是时变的、非对称

的且是非耗散的，换句话说，即不要求 ( ) ( ) ( ) ( )
1,

N
q q

ii ij
j j i

b t b t
= ≠

= − ∑ ，与文献[10]-[18]相比，本文极大地放松了 

对 ( ) ( )qB t 的限制。另外网络(1)既可以很好地描述一些有向网络( ( ) ( ) ( ) ( )q q
ij jib t b t≠ )，也可以描述无向网络，

网络中节点的关系既可以是合作的( ( ) ( ) 0q
ijb t > )，也可以是竞争的。(II) 值得注意的是，网络(1)中节点的

维数是不同的，这说明本文的网络模型(1)比具有相同节点或具有相同维数的不同节点的多重连接网络

[10]-[18]更具有代表性。(III) 网络(1)中的内耦合矩阵也是非线性的，这不同于文献[10]-[18]。综上，本文

的多重连接网络模型比文献[10]-[18]具有更高的研究价值和意义。 
下面给出有限时间广义同步的定义以及本文要用到的引理： 

不失一般性，令 ( ) ( ) ( ) ( )( ) 1
1

T

1 2, , , n
nz t z t z t z t R= ∈ 是多重连接网络(1)中节点的参考轨迹并且满足

( ) ( )( )1z t f z t= 。 

定义 1 考虑网络(1)。如果存在一个时刻 1 0t > ，满足 ( ) ( )
1

lim 0i it t
g x z t

→
− = ， 1,2, ,i N=  ，并且当 1t t≥  

时，有 ( ) ( ) 0i ig x z t− ≡ 成立，则称网络(1)与参考目标 ( )z t 之间实现了有限时间广义同步，本文将 1t 称

作达到有限时间广义同步时间。 

注 2 定义 1 包含了一些同步现象，例如当节点的状态维数 in 相同且 ( )i i ig x x= 时，则定义 1 表示有

限时间完全同步[18] [25]，当 ( )i i i ig x G x= ， 1 in n
iG R ×∈ ，定义 1 则表示有限时间矩阵投影同步。 

引理 1 [26] 如果 1 2, , , 0na a a > 和 0 r p< < ，则

1 1

1 1

p rn n
p r
i i

i i
a a

= =

   ≤   
   
∑ ∑ 。 

引理 2 [27] 假设 ( )V t 是连续正定函数且满足以下微分不等式： 

( ) ( ) ( )0 0, , 0,V t V t t t V tηα≤ − ∀ ≥ ≥  

其中， 0, 0 1α η> < < 都是常数。则对于任意的 0t ， ( )V t 满足以下微分不等式： 

( ) ( ) ( )( )1 1
0 0 0 11 , ,V t V t t t t t tη η α η− −≤ − − − ≤ ≤ 且 ( ) 10, ,V t t t≡ ∀ ≥  

其中
( )

( )

1
0

1 0 1
V t

t t
η

α η

−

= +
−

。 

假设网络(1)满足以下条件： 

假设 1 [3] [23]考虑网络(1)所对应的各受控孤立节点。不失一般性，选取第一个节点作为参考节点。

假设存在 N 个状态反馈控制器 ( ) ( )i i i i i iu p x K x v= + ， 1,2, ,i N=  ，使得 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 ,i i i i i i i i i i i i i iJ g x f x Q x p x f g x Q g x p g x+ = +           (2) 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 ,i i i i i i i i i iJ g x Q x K x Q g x K g x=                     (3) 

成立，其中 ( ) 1n
i ip x R∈ 和 ( ) 1 1n n

i iK x R ×∈ 分别是光滑映射和光滑可逆函数矩阵。 ( )( ) ( )

1 i

is i
i i

ij n n

g x
J g x

x
×

 ∂
=   ∂   

( )11, 2, , ; 1, 2, ,ij n s n= =  是 ( )i ig x 的 Jacobi 矩阵。 

注 3 由文献[3] [23]可知，假设 1 所描述的多重连接网络(1)中孤立节点间具有相似性。另外， 

( ) ( ) ( ), ,i i i i i ig x p x K x 称为节点 i 与节点 1 之间的一组相似参量，一般地，节点间存在多组相似参量。 

假设 2 记 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )q q
i i i i i iM x J g x M x= 。存在已知正常数 b 和 m 使得对所有的 

, 1, 2, , ; 1, 2, ,i j N q h= =  ，有 ( ) ( )q
ijb t b≤ ， ( ) ( )q

i iM x m≤ 成立。 
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假设 3 函数矩阵 ( )( )1 i iQ g x 是行满秩的，即存在右逆矩阵 ( )( )1
1R i iQ g x− 使得 

( )( ) ( )( ) 1

1
1 1i i R i i nQ g x Q g x I− = 成立。 

3. 主要结果 

控制目标：根据定义 1，为多重连接网络(1)设计分散自适应控制器 iu 使得 1 0t t
ie →→ ( )1, 2, ,i N=   

成立，其中 ( ) ( ) ( )i i i ie e t g x z t= = − 是节点 i 的有限时间广义同步误差，其中 ( ) 1
1 2 1, , , n

i i i ine e e e R= ∈ 。 

定理 1 考虑多重连接网络(1)。如果假设(1)~(3)成立，则网络(1)在分散控制器 
( ) ( ) ,i i i i i iu p x K x v= +  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

1 1
1 1 1 1 1

0 ,

i i i i i R i i i i i i

i
i i

i

v K g x p g x Q g x f g x f z t d e

d d
sign e e

k
γ ψ

− −
  = − + − +

 
 + + +    

              (4) 

和自适应律 
T ,i i i id k e e=                                            (5) 

的控制下能实现定义 1 意义下的有限时间广义同步，其中 0 , , 0id k γ ≥ 都是待定可调的参数，且 0 2d bmNh> ， 

,b m 都是假设 2 中的正常数， ( ) 1

1 1

1 ,  

,  
i i i n

i
n i n

e e e O
sign e

O e O

− ≠= 
=

， ( ) 1

1 1

2 ,

,
i i i n

i
n i n

e e e O
e

O e O
ψ

− ≠= 
=

， 1,2, ,i N=  。 

证明：由多重连接网络(1)、假设 1 和分散控制器(4)可得出有限时间广义同步的误差动力学方程为： 

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1,

1

1 1 1 1 1 1

1 1

0

1 1

i i i i

h N
q q

i i i i ij i i j j i i
q j j i

i i i i i i i

i i i i i i i i i i i

h N
q q

ij i i j i
q j

h N
q q i

ij i i j i i i i
q j

e J g x x z t

J g x f x b t M x g x t g x t

Q x p x K x v f z t

f g x Q g x p g x Q g x K g x v f z t

b t M x e e

d d
b t M x e e d e sign eγ

= = ≠

= =

= =

= −


= + −




+ + −


= + + −

+ −

+
= − − − +

∑ ∑

∑∑

∑∑

  

( ) ,i
i

e
k

ψ
 
  
 

            (6) 

选择 Lyapunov 候选函数为： 

( ) ( )2T
0

1 1

1 1 ,
2 2

N N

i i i
i i i

V t e e d d
k= =

= + −∑ ∑                              (7)
 

则根据自适应律(5)可以推出 ( )V t 沿误差系统(6)的导数为： 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

T
0

1 1

T T

1 1 1 1

0T T
0

1 1

1

,

N N

i i i i
i i i
h N N N

q q
i ij i i j i i i i

q i j i

N N
i

i i i i i i
i ii

V t e e d d d
k

e b t M x e e e d e

d d
e sign e e d d e e

k
γ ψ

= =

= = = =

= =

= + −

= − −

 +
− + + −  

 

∑ ∑

∑∑∑ ∑

∑ ∑






                     (8) 
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注意到，由假设 2 可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T

1 1 1 1 1 1

T T
T

1 1 1

T

1

2

2 ,

h N N h N N
q q q q

i ij i i j i ij i i i j i
q i j q i j

h N N
i i j j

i i
q i j

N

i i
i

e b t M x e e b t M x e e e

e e e e
bm e e

bmNh e e

= = = = = =

= = =

=

− ≤ −

 +
≤ +  

 

=

∑∑∑ ∑∑∑

∑∑∑

∑

                (9) 

将(9)式带入(8)式，可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0T T T
0

1 1 1

0T T

1 1

2

,

N N N
i

i i i i i i
i i i i

N N
i

i i i i
i i i

d d
V t bmNh d e e e sign e e e

k
d d

e sign e e e
k

γ γ ψ

γ γ ψ

= = =

= =

+
≤ − − −

+
≤ − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑



                  (10) 

由于参数 0 0d ≥ 是可调节的，所以一定存在一个充分大的 0d 使得 0 2d bmNh> 成立。接下来，如果存在 

1̂t 使得
1i ne O= 时，则 ( ) 0V t ≤ ，说明网络(1)与参考目标 ( )z t 在确定的时刻 1̂t 达到了同步；如果当

1i ne O≠
 

时，有 ( )T
i i ie sign e e= ， ( )T 1i ie eψ = 成立，以及 0 0i id d d d− ≤ + ， ( )1, 2, ,i N=  ，可得： 

( ) 0 0

1 1 1 1

1 12 2 ,
2 2 2 2

N N N N
i i

i i
i i i ii i

d d d d
V t e e

k k
γ γ

= = = =

   + −
≤ − + ≤ − +      

   
∑ ∑ ∑ ∑                 (11) 

根据引理 1，有 

( ) ( ) ( )( )
1

2 2 1
2 0 2

1 1

12 2 .
2 2

N N
i

i
i i i

d d
V t e V t

k
γ γ

= =

 −
 ≤ − + = −
 
 
∑ ∑                       (12) 

则由式(12)可知引理 2中的α 和η分别为：
12 ,
2

α γ η= = ，则由式(12)和引理 2可知 ( ) ( )
1 1
2 2 20

2
V t V tγ

≤ − ，

10 t t≤ ≤ ，其中， ( )( )
1
2

1
2 0t V
γ

= ，且当 1t t≥ 时， ( ) 0V t ≡ 。这说明， ( ) ( )
1 1

lim lim 0i i it t t t
e g x z t

→ →
= − = 以及 

当 1t t≥ 时，有 0ie ≡ 成立。因此，网络(1)与参考目标 ( )z t 达到有限时间广义同步。定理 1 证毕。 

注 4 由 ( )( )
1
2

1
2 0t V
γ

= 可知，网络(1)的同步时间依赖于 γ ，当 γ 增加时，网络(1)的同步时间越短， 

这将体现在数值仿真部分。此外，与渐近同步[10] [12] [16]相比，有限时间同步能有效地避免网络在时间

趋于无穷时达到同步的问题，与完全同步[10] [12] [16]和有限时间同步[18]相比，广义同步可以描述不同

维数节点间的同步现象，因此有限时间广义同步具有更强的实用性。 

4. 数值仿真 

在这一部分给出数值仿真实例来验证定理 1 的有效性和正确性。考虑由 8N = 个不同维数的节点和

2h = 种不同的连接类型组成的非耗散耦合多重连接网络(1)，其孤立节点的状态方程分别为： 

( ) ( ) T
1 1 1 1 12 11 11 13 1 12 11 12 1 13, , ,x f x a x x x x c x x x b x= = − − + −                        (13a) 
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( )

( )

( )

2 2 1 4

1 3 2 2

1 2 2 3

1 3 2 4

5

, 2

, 2,3, ,8

cos

cos

j j j

j j j

j j j

j j j j j j

j

j j

a x x x

x x c x
x x b x

x f x jx x d x
x

x +

 − +
 

− + 
 − 

= = = +
 
 
 
 
  






                        (13b) 

其中 1 2 1 2 1 236, 3, 28, 20a a b b c c= = = = = = 。(13)式表明节点 ( )1,2, ,8i i =  的维数为 2in i= + 。参考轨迹

( )z t 的状态方程为 ( ) ( )( )1z t f z t= 。 
注 5 由式(13)可知，第一个节点为 Lü 混沌吸引子[28]，第二个节点为超混沌 Lü 吸引子[29]，以及每

个节点都是非线性且具有各不相同的状态维数，这不同于文献[10]-[18]。 
不失一般性，多重连接网络(1)和控制器(4)中的其他参数选取如下 

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 3 1 1 1 1 1 1, , , ,i i i i ig x x x x p x p g x x= = =                          (14) 

( ) ( ) T

2 2 1 2 2 4, , ,j j j j j jp x a x x c x x = − − − −                              (15) 

( )( ) ( ) ( )
T

1 1 2 1 1 2 1 2 3 4, , ,j j j j j j jp g x a x x c x b b x x = − − − − −                        (16) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 3 1

1 0 1
, , 0 1 0 ,

0 0 1
j j i iK x K g x K x I K g x

 
 = = =  
  

                     (17) 

( ) ( )( ) ( )
T

1 1 1 3

3

1 0 0 0 0
, 0 1 0 0 0 ,

1 0 1 0 0
i

i i j j

n

Q x Q g x I Q x

×

 
 = = =  
  







                    (18) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1 11 12 13 1 1 11 12 13sin ,sin ,sin , cos ,cos ,cos ,M x diag x x x M x diag x x x= =           (19a) 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2 2

3 31 2

4 4

sin 0 0 cos 0 0
0 sin 0 0 cos 0
0 0 sin 0 0 cos

, ,
0 0 sin 0 0 cos

0 0 sin 0 0 cos
i i

j j

j j

j j
j j j j

j j

jn jn

x x
x x

x x
M x M x

x x

x x

   
   
   
   

= =   
   
   
   
      

     

          (19b) 

其中 1,2, ,8; 2,3, ,8i j= =  ，可以验证式(14)~(19)中的参量满足假设 1~3。另外，从式(19)可以看出
( ) ( )q
i iM x ( )1,2, ,8; 1,2i q= = 是非线性的函数矩阵，这不同于文献[10]-[18]中的内耦合矩阵是常数矩阵。 

不失一般性，外部耦合矩阵 ( ) ( ) ( ) ( )( )
8 8

q q
ijB t b t

×
= ( ), 1, 2, ,8; 1, 2i j q= = 选取如下 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )11 1 1 sin ,i j
ijb t rand th it jt+ += − −                          (20a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 cos ,ijb t rand th it jt= −                            (20b) 

其中 ( )1rand 是由 Matlab 产生的伪随机数， ( ) e e
e e

it it

it itth it
−

−

−
=

+
。 
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注 6 从式(20)可以看出，外部耦合矩阵 ( ) ( )qB t 是时变的、非对称的、非耗散的。网络(1)中节点之间可

以是合作关系，也可以是竞争关系。这在极大程度上放松了对外部耦合矩阵的限制，与文献[10]-[18]不同。 

选择初值 ( )0ix ， ( )0z 以及(5)式中的 ( )0id 如下 

( ) ( ) ( ) ( )0 10 2,1 5, 0 5 3,1 3,ix rand i z rand= + − = −                         (21a) 

( ) ( )0 1 ,id rand=                                       (21b) 

以及选择控制器(4)和自适应律(5)中的其他参数如下 

01, 3, 20,ik dγ= = =                                       (22) 

其中 1,2, ,8i =  ， ( )2,1rand i + 和 ( )3,1rand 是由 Matlab 产生的维数为 2i + 和 3 的伪随机向量。 

下面运用定理 1 的同步方案来仿真具有参数(13)~(22)的多重连接网络(1)的有限时间广义同步，其同步误 

差曲线如图 1 所示。记多重连接网络(1)的总同步误差为 ( ) ( )
8 3

2

1 1
ij

i j
e t e t

= =

= ∑∑ ，其中 ( )T
1 2 3, , ,i i i ie e e e=

1,2, ,8i =  。 

 

        
(a)                                                 (b) 

        
(c)                                                 (d) 

Figure 1. The time response curves of finite-time generalized synchronization errors of multi-linked network (1) with 
parameters (13)~(22) under the control scheme of Theorem 1. (a) 1ie , (b) 2ie , (c) 3ie , (d) ( )ie t  

图 1. 在定理 1 的控制方案下，具有参数(13)~(22)的多重连接网络(1)的有限时间广义同步误差响应曲线。(a) 1ie ，

(b) 2ie ，(c) 3ie ，(d) ( )ie t  
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图 1 表明在控制器(4)和自适应律(5)的作用下，具有参数(13)~(22)的多重连接网络(1)实现了有限时间

广义同步，且我们可以清楚地知道同步时间为 1.6t = 秒。这充分验证了同步定理 1 的有效性。 
图 2 展示了在控制器(4)中的参数 γ 对于网络(1)的有限时间广义同步的影响。简洁起见，通过总有限

时间广义同步误差 ( )e t 反映不同 γ 对于同步时间的影响。从图 2 可以看出，在控制器(4)和参数(13)~(22)
的作用下，参数 γ 越大，多重连接网络(1)达到同步的时间越短。因此，在现实网络中，可以根据实际需

要调整网络达到同步时间。 
 

 
Figure 2. The time response curves of total finite-time generalized 
synchronization errors of multi-linked network (1) with different pa-
rameters γ  
图 2. 在不同参数 γ 的作用下，网络(1)的总有限时间广义同步误

差时间响应曲线 

 
在自适应律(5)中的 ( )1,2, ,8id i =  的时间响应曲线如图 3 所示，从图 3 我们可以观察到，当时间趋

于无穷时， id 是一致有界的且趋于不同的常数。 
 

 

Figure 3. The time response curve of ( )1,2, ,8id i =   

图 3. ( )1,2, ,8id i =  的时间响应曲线 
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5. 结论 

本文研究了一类具有不同维数相似节点和非耗散耦合的多重连接网络的有限时间广义同步控制问题。

设计了分散自适应控制器，利用有限时间稳定性理论得到了这一类多重连接网络实现有限时间广义同步

的充分条件。通过数值仿真实例验证了所提结果的有效性。值得指出的是，本文中的外耦合矩阵是时变

的、非对称的和非耗散的，这与现存的多重连接网络模型相比，本文的网络模型中极大地放松了对外耦

合矩阵的限制，适用范围更广。另外，有限时间同步有效地避免了网络在只能在无穷时间实现同步的问

题，这对于多重连接网络在实际工程应用中具有重要意义，而且广义同步适用于不同维数节点之间的同

步，可以提高控制策略的在现实网络中的可行性，因此有限时间广义同步具有更高的研究价值和意义。

为了进一步减少控制成本，接下来将考虑利用间歇控制或者脉冲控制实现我们的多重连接网络的有限时

间广义同步。 
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