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摘  要 

不定奇性微分方程周期解的研究是微分方程中的一个重要组成部分，它在电子束模型、边界层理论和玻

色–爱因斯坦凝聚体等多种学科中拥有广泛应用。近年来，许多研究关注的是排斥型三阶奇性微分方程

周期正解的存在性问题。作为这一结果的延伸，本文讨论了一类具有不定奇性的三阶微分方程 

( ) ( )′′′
h t

u Mu e t
u

+ = +ρ  

周期正解的存在性，其中M是正常数， ( )h e L T∈ 1,   并且对任意 [ ]t T∈ 0, 有 ( )e t > 0。函数 ( )h t 在 [ ]T0,
上可变号的。利用Krasnoselskiĭ’s-Guo不动点定理和一些分析方法，我们证明该方程至少存在一个T-周
期正解。 
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Abstract 
The study of periodic solutions of indefinite singular differential equations is an important part of 
differential equations which has a wide range of applications in a variety of disciplines such as elec-
tron beam focusing model, boundary layer theory and Bose-Einstein condensates. In recent years, 
much research has been concerned with the existence of positive periodic solutions of third-order 
differential equations with a repulsive singularity. As an extension of this result, in this paper, we 
consider the existence of positive periodic solutions to a class of third-order differential equation 
with an indefinite singularity 

( ) ( )′′′
h t

u Mu e t
u

+ = +ρ , 

where M is a real constant and M > 0 , ( )h L T∈ 1
   and ( )e L T∈ 1

   is a positive. The weight 

function ( )h t  is allowed to change signon [ ]T0, . By using Krasnoselskiĭ’s-Guo fixed point theorem 
and some analysis skills, sufficient conditions for the existence of at least one positive periodic 
solution of this equation are established. 
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1. 引言 

奇性微分方程在众多科学技术领域都发挥着重要的作用，近年来在电子束模型、边界层理论、玻色–

爱因斯坦凝聚体与光信号传输等多种学科中拥有广泛应用，其中部分应用事例可详见[1]。对奇性微分方

程的研究最早可追溯到 1987 年，Lazer 和 Solimini [2]讨论了下列两类奇性微分方程 

( )u p t
uλ

υ′′ ± =                                    (1.1) 

周期正解的存在性，其中 ( ),p C∈   是一个周期函数，υ是正常数。利用截断函数和上下解方法，他们

证明了方程(1.1)周期正解的存在性。并给出如果 0υ > 称其为吸引型奇性，如果 0υ < 称其为排斥型奇性；

如果 0 1λ< < 称其为弱奇性，如果 1λ > 称其为强奇性。 
受此影响，越来越多的学者投入到奇性微分方程周期正解的研究当中，并取得很好的成果[3]-[10]。

其中主要的研究方法有：Schauder 不动点定理 [3] [4] [5]、Leray-Schauder 选择原理 [6] [7] [8]、
Krasnoselskiĭ’s-Guo 不动点定理[7] [8]、拓扑度理论[9] [10]等。 

一开始，奇性微分方程的研究主要是针对二阶的奇性微分方程，正如上面提到的参考文献，而对三

阶微分方程的研究却较少涉及。近年来国内外学者发表了一些关于三阶奇性微分方程的结果[11]-[16]。
2006 年，储继峰和周中成在[13]中利用 Leray-Schauder 选择原理和锥压缩锥拉伸不动点定理，考虑下列

三阶奇性微分方程 
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( )( )3 , ,    0 2u u f t u t tκ′′′ + = ≤ ≤ π                            (1.2) 

周期解存在性问题，其中 κ 是正常数，非线性项 ( )( ),f t u t 在 0u = 时有排斥型奇性。他们证明了在

10,
3

κ  
∈ 
 

时方程(1.2)存在周期正解。随后，李永祥[14]研究了下列三阶奇性微分方程 

( ) ( ) ( )( ), , ,u f t u t u t u t′′′ ′ ′′=                               (1.3) 

周期正解的存在性，其中非线性项 ( )( )0, ,f C∈ × +∞ × ×    是关于 t 的周期函数且在 0u = 时有排 

斥型奇性。通过应用锥中不动点定理，李永祥证明了方程(1.3)至少存在一个周期正解。 
以上所提及的结论主要是关于排斥型三阶奇性微分方程周期正解的研究。那么如果方程是具有不定

奇性的三阶微分方程呢？运用之前的方法显然不能直接适用。进而，如何证明这类具有不定奇性的三阶

微分方程周期正解存在性的研究，也是值得思考的。为了回答这个问题，本文讨论了以下一类具有不定

奇性的三阶微分方程 

( ) ( )
h t

u Mu e t
uρ

′′′ + = +                                 (1.4) 

周期正解的存在性，其中 M 是正常数， ( )1,h e L T∈   且对任意 [ ]0,t T∈ 有 ( ) 0e t > 。本文的理论证明主

要依赖第二部分介绍的格林函数的性质以及 Krasnoselskiĭ’s-Guo 不动点定理。文章的最后给出一个例子

来验证定理的适用性。 

2. 预备知识 

本节中，我们介绍以下几个引理将用于证明方程(1.4)周期正解的存在性。 
引理 2.1. (Krasnoselskiĭ's-Guo 不动点定理[17]) 令 X 是一个 Banach 空间，并且 K 是 X 中的一个锥。

假设 1 2,Ω Ω 是 X 的开子集并且 1 1 20 ,∈Ω Ω ⊂ Ω 。此外假设 

( )2 1: \Q Κ Ω Ω →Κ  

是一个全连续算子使得 
(i) 对 1u∈Κ ∂Ω ，有 Qu u≤ ；并且对 2u∈Κ ∂Ω ，有 Qu u≥ ， 

或 
(ii) 对 1u∈Κ ∂Ω ，有 Qu u≥ ；并且对 2u∈Κ ∂Ω ，有 Qu u≤ ， 

则 Q 在 ( )2 1\Κ Ω Ω 中有不动点。 

接下来，考虑三阶非齐次线性微分方程 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

,

0 , 0 ,

u Mu f t

u u T u u T

′′′ + =
 ′ ′= =

                             (2.1) 

其中 ( ) ( )1f t L T∈   ，M 为正常数。在 2011 年，任景莉等[18]讨论了格林函数 ( ),G t s 的符号，得出下

列结论。 
引理 2.2. (见[18]) 方程(2.1)存在唯一的 T-周期解，即 

( ) ( ) ( )
0

, d ,
T

u t G t s f s s= ∫  

其中 
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( )

( ) ( ) ( )

( )

( )( )1
3

1 1 1 1
3 3 3 3

2 1 1 1
3 3 3 3

1
3

2
3

1 3 1 32exp sin exp sin
2 2 6 2 2 6

1 33 1 exp 2exp cos
2 2

exp
    ,  

3 1 exp
,

M t s M t s M T M t s T

M M T M T M T

M s t

M M T
G t s

        
− − − − − − −                        

      
+ −                  

 
−  

 +
− −

=

π π

( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1
3 3 3 3

2 1 1 1
3 3 3 3

1
3

       0 ,

1 3 1 32exp sin exp sin
2 2 6 2 2 6

1 33 1 exp 2exp cos
2 2

exp
    

3

s t T

M t T s M t T s M T M t s

M M T M T M T

M s t T

M

≤ < ≤

        
+ − + − − − − −                        

      
+ −                  

 
− −  

 

π

+

π

2 1
3 3

,         0 .

1 exp

t s T

M T
























 ≤ ≤ ≤
   

− −          

我们给出以下定义 

( ) ( )

1
3

22 10 , 0 , 1
23 3 3
3

3 2exp
2

1: min , ,    : max ,  ,    : .

3 exp 1
3 1 exp

2

s t T s t T

M T

AA G t s B G t s
B

M M T M TM

σ
≤ ≤ ≤ ≤

 
 + − 
 
 = = = = =

     −        − −     
    

 (2.2) 

显然，我们有 0 1σ< ≤ 。 

引理 2.3. (见[18]) 如果
3

3

64
81 3

M
T

<
π

，则对任意 ( ) [ ] [ ], 0, 0,t s T T∈ × ，有 ( )0 ,A G t s B< ≤ ≤ 。进一步，

我们得到 ( )
0

1, d
T

G t s s
M

=∫ 。 

定义 

( ){ }: : min ,T t
u C u t uσ

∞∈
Κ = ∈ ≥



 

其中 ( ) ( ) ( ){ }: : ,TC u C u t T u t t= ∈ + = ∀ ∈ 对 ，其范数定义为 ( ): max
t

u u t
∞ ∈
=



。显而易见，K 是 TC 中

的一个锥。 
最后，为了方便，对于任意给定的 T-周期函数 ( )h t ，我们定义 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
0

1: max 0, ,     : min 0, ,     : d .
T

h t h t h t h t h h t t
T

+ −= = − = ∫  

3. 主要结论 

在本节中，我们将利用格林函数的相关性质和 Krasnoselskiĭ’s-Guo 不动点定理，得到下面的结论。 
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定理 2.1 假设 ( )1,h e L T∈   且对任意 [ ]0,t T∈ 有 ( ) 0e t > 。更进一步，假设
3

3

64
81 3

M
T

<
π

和 

1

1
*

1 h
h

eAT

ρ
ρ

ρσ

+
−

+ ∞
+

 
 >
 
 

                               (3.1) 

成立，则方程(1.4)至少有一个 T-周期正解。 
证明：定义算子 Q 为 

( )( ) ( ) ( ) ( )
0

: , d ,
T h s

Qu t G t s e s s
uρ

 
= + 

 
∫  

很容易证明方程(1.4)的一个 T-周期解就是算子方程 Qu u= 的不动点。并且由引理 2.3，我们可以得 
到对于任意的 ( ) [ ] [ ], 0, 0,t s T T∈ × ，有 ( ), 0G t s > 。 

定义两个开集 

{ } { }1 1 2 2: :   : : ,T Tu C u r u C u rΩ = ∈ < Ω = ∈ <和  

其中 1 2,r r 是两个常数且由(3.1)有 

( )1

1
1

2 1
*

1 .
h

r r AT h
e

ρ
ρ

σ
+

−

+ ∞
 
 > = >
 
 

 

首先，证明 ( )( )2 1\Q Κ Ω Ω ⊂ Κ 。事实上，对任意的 ( )2 1\u∈Κ Ω Ω ，有 

( )1 2 ,   .r u t r tσ ≤ ≤ ∀ ∈对  

因为

1

1
*

1 h
r

e

ρ

σ

−

∞
 
 >
 
 

，我们可得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

*

*
1

0.

h t h t h t
e t e t

u u u
h t

e
u
h

e
r

ρ ρ ρ

ρ

ρσ

+ −

−

−

∞

+ = − +

> − +

> − +

>

                           (3.2) 

由(2.2)和(3.2)，可以得到 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

0

0

min min , d

d

d

max , d

.

T

t t

T

T

T

t

h s
Qu t G t s e s s

u
h s

A e s s
u
h s

B e s s
u

h s
G t s e s s

u
Qu

ρ

ρ

ρ

ρ

σ

σ

σ

∈ ∈

∈

∞

 
= + 

 
 

≥ + 
 
 

= + 
 

 
≥ + 

 
>

∫

∫

∫

∫

 


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从而证明了 ( )( )2 1\Q Κ Ω Ω ⊂ Κ 。因此，利用 Arzela-Ascoli 定理，易知 ( )2 1: \Q Κ Ω Ω →Κ 是一个 

全连续算子。 
接下来，我们证明 

2,     .Qu u u≤ ∈Κ ∂Ω对                              (3.3) 

事实上，对任意的 2u∈Κ ∂Ω ，有 2u r= 且 

( )2 2 ,    .r u t r tσ ≤ ≤ ∀ ∈对  

由(2.2)和对任意 [ ]0,t T∈ ，有 ( ) 0e t > ，可以得到 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0

0

2

, d

            , d

            .

T

T

h s
Qu t G t s e s s

u

h s h s
G t s e s s

u u

hBT e
r

ρ

ρ ρ

ρσ

+ −

+

 
= + 

 
 

= − +  
 

 
 ≤ +
 
 

∫

∫  

显然，我们可以选择适当大的 2r 使 

( ) 2
2

hBT e r
r ρσ

+ 
 + ≤
 
 

 

成立。因此，可以得到 Qu u≤ ，即(3.3)成立。 

最后，我们证明 

1,    .Qu u u≥ ∈Κ ∂Ω对                               (3.4) 

事实上，对任意的 1u∈Κ ∂Ω ，显然 1u r= 且 

( )1 1,    .r u t r tσ ≤ ≤ ∀ ∈对  

从(2.2)得到 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

0

0

1
1

, d

, d

,

T

T

h s h s
Qu t G t s e s s

u u

h s
G t s s

u

AT h r
r

ρ ρ

ρ

ρ

+ −

+

+

 
= − +  

 
 

>   
 

≥ =

∫

∫  

其中 ( )1
1

1r AT h ρ++= 。因此，(3.4)成立。 

从引理 2.1 可知，Q 有一个不动点 ( )2 1\u∈Κ Ω Ω 。显然，这个不动点就是方程(1.4)的 T-周期正解

且 [ ]1 2,u r rσ∈ 。 

推论 2.1 由(2.2)，易见 A 和σ 是关于 M 和 T 的函数。事实上，充分条件(3.1)可表达为 
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1
1

2 32 1
13 3

21 *
3

3 2exp3 exp 1 2
.

1 exp
2

M T
M M T

h
h

T e
M T

ρ

ρ

ρ
ρ

+

+

+
−

+ ∞

       + −  −                 >
          − −         

 

通过下面的例子来阐明我们的定理。 
例 2.1 考虑下面具有不定奇性的三阶微分方程 

( ) ( ) ,
h t

u u e t
u

′′′ + = +                                  (3.5) 

其中 

( )
30 sin 8 ,          0, ,

8

sin8 ,                , ,
8 4

t t
h t

t t

  ∈    = 


π
π

π π ∈    

 

和 

( ) sin8 22.e t t= +  

由 1, , 1
4

M T ρπ
= = = ，通过简单的计算，我们很容易验证

3

3

641 29.3
81 3

M
T

≈
π

= < 和 

1

1
*

130 25.8.
h

h
eAT

ρ
ρ

ρσ

+
−

+ ∞
+

 
 = > ≈
 
 

 

因此，通过定理 2.1，我们能得到方程(3.5)至少有一个
4
π -周期解。 
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